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详 者 序 


车 辆 动力 学 是 研究 车 辆 操纵 稳定 性 、 行 驶 安全 性 和 驱动 效率 的 基础 理论 。 澳 大 利 亚 皇家 

墨尔本 理工 大 学 Reza N Jazar 教授 所 著 《 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (第 2 版 )》 一 书 ， 是 一 部 
内 容 系统 丰富 、 闲 述 清晰 深入 、 理 论 与 实践 并 重 的 高 水 平 著作 。 
雷 扎 N， 亚 泽 尔 《Reza Nakhaie Jazar) 教授 的 研究 领域 涉及 以 智能 隔 振 器 为 重点 的 非 线 
性 动态 系统 动力 学 、 振 动 、 控 制 、 稳 定性 、 分 又 和 混沌 行为 研究 ， 以 自动 驾驶 车 辆 和 智能 / 
安全 车 辆 为 重点 的 车 辆 动力 学 、 操 纵 性 、 乘 适 性 和 稳定 性 研究 ， 以 非 线性 设计 应 用 为 重点 的 
微机 电 系 统 动力 学 、 设 计 、 优 化 、 控 制 和 稳定 性 研究 ， 以 及 以 时 间 和 能 量 优化 控制 为 重点 的 
机 器 人 机 械 手 运动 学 、 动 力学 和 控制 研究 等 。 

该 书 除了 在 车 辆 动力 学 基础 理论 方面 论述 充分 之 外 ， 其 显著 特色 是 采用 了 大 量 来 自 实际 
工程 的 案例 、 习 题 和 思考 题 帮助 读者 学 习 和 理解 ， 使 读者 充分 领略 车 辆 动力 学 问题 的 机 理 ， 
同时 培养 自己 解决 实际 问题 的 能 力 。 本 书 在 澳大利亚 一 些 大 学 车 辆 工程 专业 本 科 生 、 研 究 生 
以 及 企业 的 工程 师 或 研发 人 员 中 非常 受 欢 迎 ， 是 车 辆 动力 学 知识 学 习 的 主要 培训 教材 。 

本 书 第 1 章 ~ 第 4 章 由 刘 西 侠 翻 译 ， 第 5 章 和 第 6 章 由 刘 维 平 翻译 ， 第 7 章 和 第 8 章 由 
张 传 清 翻 译 。 在 翻译 过 程 中 ， 课 题 组 邱 编 浩 、 姚 新 民 、 金 角 、 陈 红 迁 和 江 鹏 程 几 位 老师 参与 
了 多 数 章节 图 文 的 翻译 、 审 校 ， 车 辆 工程 专业 博士 研究 生 芸 俊 峰 、 谭 永 党 和 硕士 研究 生 
姚 东 强 、 吴 文 文 、 贾 伟 健 等 在 书 中 的 习题 翻译 、 审 校 、 试 做 方面 做 了 大 量 繁杂 的 工作 。 

译 者 在 翻译 过 程 中 力求 忠实 于 原著 和 理解 其 本 来 的 含义 ， 但 限于 水 平 ， 难 免 有 错误 和 不 
准确 之 处 ， 导 请 广大 同行 和 读者 指正 。 







































































原 书 第 2 他 天 于 


如 果 没 有 我 的 学 生 和 同事 们 的 建议 和 页 献 ， 尤 其 是 哥伦比亚 大 学 和 皇家 墨尔本 理工 大 学 
里 的 学 生 和 同事 们 的 建议 和 贡献 ， 我 很 难 完 成 本 书 第 2 版 的 工作 。 我 对 与 我 分 享 其 50 年 汽 
车 工业 经 验 的 朋友 Stefan Anthony 先生 深 表 感谢 ， 特 别 感 谢 Andy Fu 和 Hormoz Marzbani， 他 
们 认真 地 审阅 本 书 ， 并 指出 了 排 印 和 逻辑 上 的 错误 。 

这 一 版 中 引入 的 新 专题 来 自学 生 们 的 反馈 ， 这 些 反馈 帮助 我 阐明 并 完善 了 本 书 的 部 分 
内 容 。 

本 书 的 目的 是 试图 采取 把 我 自己 当成 学 生 的 形式 来 解释 车 辆 动力 学 。 本 书 涵盖 车 辆 动力 
学 所 有 方面 ， 为 学 生 提 供 了 详细 的 解释 和 信息 ， 能 够 为 学 生 和 工程 师 们 提供 帮助 和 重要 
参考 。 

本 书 的 第 1 版 由 Springer 于 2008 年 出 版 , 第 1 版 出 版 不 久 就 在 行业 内 广 受 欢迎 。 除 了 
我 自己 的 学 生 和 同事 外 ， 还 要 感谢 众多 其 他 读者 ， 他 们 的 问题 、 意 见 和 建议 为 我 完成 第 2 版 
提供 了 很 大 的 帮助 。 
























































且 三 


本 书面 向 工程 专业 的 学 生 ， 介绍 车 辆 动力 学 的 基础 知识 ， 这 些 知识 可 以 用 于 开发 公路 车 
辆 乘坐 舒适 性 、 操 纵 性 及 优化 分 析 的 计算 机 程序 。 

车 辆 动力 学 在 工程 专业 的 课程 中 已 经 存在 了 一 百 多 年 ， 关 于 这 方面 的 书籍 比较 多 ， 但 多 
是 面向 专家 层次 的 ， 并 不 适合 应 用 于 课 演 教学 。 刚 和 人 门 的 学 生 、 工 程 师 或 研发 人 员 不 知道 从 
何 处 和 怎样 开始 车 辆 动力 学 的 学 习 。 因 此 ， 有 必要 为 初学 者 编写 一 本 教材 。 本 书 提供 了 满足 
该 领域 未 来 发 展 需求 的 知识 基础 。 

本 书 的 层次 

本 书 源 自 近 十 年 的 非 线性 动力 系统 研究 和 车 辆 动力 学 课程 教学 ， 主 要 面向 本 科 生 最 后 一 
学 年 和 工程 专业 研究 生 第 一 学 年 的 学 习 。 因 此 该 书 是 一 本 中 间 层 次 的 教材 ， 既 提供 了 基础 知 
识 ， 又 包含 前 沿 课 题 。 全 书 可 以 分 在 相互 关联 的 两 门 课程 中 讲授 ， 也 可 以 跳 过 某 些 章节 在 一 
门 课程 中 讲授 。 学 生 需 要 掌握 一 定 的 运动 学 和 动力 学 基础 ， 以 及 数值 方法 的 基本 知识 。 

本 书 的 内 容 力 求 保 持 在 一 定 的 理论 - 实践 层次 ， 对 很 多 概念 都 做 了 深入 的 解释 ， 并 对 其 
应 用 进行 了 重点 阐述 ， 对 大 量 的 相关 理论 进行 了 证 明 。 本 书 强调 概念 的 物理 含义 和 应 用 ， 所 
选择 的 主题 是 本 领域 的 热点 ， 其 目的 在 于 为 学 生 提 供 丰 富 的 专题 范围 和 方法 途径 。 

本 书 共有 四 章 与 车 辆 动力 学 不 是 直接 相关 : 应 用 运动 学 、 应 用 机 构 学 、 应 用 动力 学 和 应 
用 振动 学 ， 这 儿童 为 理解 车 辆 动力 学 及 车 辆 子 系统 动力 学 提供 相关 背景 知识 。 

本 书 的 结构 

为 便于 教学 和 自学 ， 本 书 结构 组 织 如 下 。 第 1 章 “ 基 础 知识 ”包含 轮胎 、 轮 罗 及 公路 
车 辆 分 类 简 述 等 一 般 预 备 知识 。 

第 一 部 分 “车 辆 驱动 ”介绍 正 向 车 辆 动力 学 、 轮 胎动 力学 和 传动 系统 动力 学 。 正 向 动 
力学 涉及 质量 转移 、 加 速 、 制 动 ， 发 动机 性 能 和 变速 器 传动 比 设计 等 内 容 。 

第 二 部 分 “车 辆 运动 学 ”详细 讨论 转向 系 和 悬 架 系 等 车 辆 机 械 子 系统 。 

第 三 部 分 “车 辆 动力 学 ”应 用 牛顿 方法 和 拉 格 朗 日 方法 研究 车 辆 操纵 动力 学 。 

第 四 部 分 “车 辆 振动 ”详细 讨论 车 辆 的 振动 问题 。 目 的 是 介绍 和 示范 对 车 辆 建立 多 自 
由 度 振动 系统 模型 的 基本 方法 。 和 牛顿 - 欧 拉动 力学 方法 和 拉 格 朗 日 方法 的 概念 ， 同 时 用 于 推 
导 运 动 方程 。 介 绍 了 和 车辆 悬 架 系 设计 的 RMS 优化 技术 ， 并 应 用 于 车 辆 悬 架 系 。 优 化 技术 的 
成 果 是 获得 汽车 或 悬 架 装置 的 最 佳 刚度 和 阻尼 。 

方法 介绍 

本 书 采 用 “事实 -原因 - 应 用 ”结构 ,“ 事 实 ” 是 每 一 节 中 引入 的 主要 议题 ， 通 过 “证 
明 ” 的 方式 找 出 “原因 ”。 事 实 的 应 用 在 “案例 ”中 验证 ， 案 例 是 本 书 中 非常 重要 的 部 分 ， 
这 些 案例 说 明了 如 何 应 用 这 些 “ 事 实 ”。 案 例 还 涵盖 了 用 于 拓展 本 节 议 题 的 其 他 “事实 ”。 

预备 知识 要 求 

因为 本 书 是 面向 工程 专业 的 高 年 级 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 ， 故 假设 读者 熟悉 矩阵 算法 和 
基本 动力 学 。 本 书 的 预备 知识 包括 运动 学 、 动 力学 、 癌 量 分 析 和 和 拖 阵 理论 基础 ， 上 述 基础 知 
识 通 常 在 本 科 生 前 三 年 的 学 习 中 教授 。 
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单位 制 
如 无 特殊 说 明 ， 本 书 采用 国际 单位 制 (SI)。 用 度 (°*) 或 弧度 (rad) 作为 表示 角度 大 
小 变量 的 单位 。 
符号 
。 小 写 加 粗 字 母 表示 向 量 ， 向 量 可 以 在 mn 维 欧 几 里 得 空间 中 表示 。 例 如 : 
r 8 d a b C 
pb q 了 w 了 各 
w a € 0 6 op 
。 大 写 加 粗 字 母 表 示 动 力学 问 量 或 动力 学 矩阵 ， 如 力 和 力矩 。 例 如 : 
F M 
。 带 上 折线 的 小 写字 母 表示 单位 问 量 ， 单 位 向 量 不 加 粗 。 例 如 : 
1 7 6 > i 
ee 























带 上 波浪 线 的 小 写字 母 表 示 与 某 向 量 关 联 的 3 x3 斜 对 称 矩 了 泗 。 例 如 : 























上 面 带 有 箭头 的 两 个 大 写字 母 表示 某 位置 向 量 的 起 点 和 终点 。 例 如 : 
ON= 从 0 指向 的 位 置 向 量 
向 量 的 长 度 由 不 加 粗 的 小 写字 母 表示 。 例 如 : 


b=15b| 





s=| sl 








a=|al 





r= 1 rl 





首 字母 B 用 来 表示 体 坐 标 系 。 例 如 : 


B (oxyz) B (Oxyz) 





Bi (oxi Yiz1) 





惯性 坐标 系 或 固定 坐标 系 。 例 如 : 


G (OXYZ) 


首 字母 G 用 来 表示 全 域 坐标 系 、 


C C (XYZ) 























。 转换 矩阵 的 右 下 标 表示 起 始 坐标 系 。 例 如 ; 
Rs = 由 坐标 系 (oxyz) 开始 的 转换 矩阵 

。 转换 矩阵 的 左上 标 表示 目标 坐标 系 。 例 如 ; 

“Rp = 由 坐标 系 B (oxyz) 向 坐标 系 C (OXYZ) 的 转换 矩阵 。 

。 如 果 大 写字 母 尺 带 有 起 始 坐 标 系 和 目标 坐标 系 ， 则 表示 旋转 或 转换 矩阵 。 例 如 : 





本 书 说 明 WL 





[cosa -sing 0 
CRyp=| sina cosa , 

0 0 1 
。 当 没 有 上 标 或 下 标 时 ,用 方 括 弧 形式 表示 和 窍 阵 。 例 如 : 


| cosa sina , 








17] =| sina cosa 0 
0 0 1 
。 向 量 的 左上 标 表 示 该 向 量 在 左上 标 坐 标 系 中 表示 ， 该 上 标 说 明了 该 向 量 所 属 的 坐标 
系 ， 因 此 ， 向 量 采用 该 坐标 系 的 单位 向 量 表示 。 例 如 : 
“r= 在 坐标 系 G( OXYZ) 中 表示 的 位 置 向 量 
。 问 量 的 右 下 标 表示 向 量 参考 的 头 部 端点 
“rp = 在 坐标 系 C (0OXYZ) 中 表达 的 点 P 的 位 置 向 量 
。 角速度 向 量 的 右 下 标 表示 该 角度 向 量 所 参考 的 坐标 系 
we = 本 体 坐 标 系 B(oxyz) 的 角速度 
。 角速度 向 量 的 左下 标 表示 测量 该 角度 向 量 时 参考 的 坐标 系 。 例 如 
cw8 = 本 体 坐 标 系 B(oxyz) 相 对 于 全 域 坐 标 系 G( OXYZ ) 的 角速度 
。 角速度 向 量 的 左上 标 是 指 表达 该 角速度 所 在 的 坐标 系 ， 例 如 : 
Cwg, = 在 本 体 坐 标 系 B, 中 表达 的 体 坐 标 系 Bi 相对 于 全 局 坐标 系 G 的 角速度 
角速度 的 下 标 和 上 标 相 同时 ， 通 常会 去 掉 左 上 标 。 例 如 : 
cowp 相 当 于 fmp 
对 位 置 向 量 、 速 度 向 量 和 加 速度 向 量 ， 如 果 左 上 标 和 左下 标 相 同 ， 通 常会 去 掉 左 下 标 。 
例如 : 
















































































BUp 相当 于 vp 
。 求 导 计算 时 的 左上 标 表 示 被 求 导 计 算 变 量 所 处 的 坐标 系 。 例 如 : 
oa ds do 
de™ di “了 di2 7 
如 果 变 量 是 向 量 函 数 ， 而 定义 该 向 量 的 坐标 系 与 时 间 导 数 所 处 的 坐标 系 相 同 ， 可 以 用 如 
下 简写 记 法 ， 














cd. Bg 
rrp a Orp=0rp 
同时 可 简化 方程 的 写法 。 例 如 : 


Ed 
vw 三 一 UL) 二 rr 
v =") 


。 大 写 加 粗 字 母 了 表示 单位 矩阵 ， 该 矩阵 随 维 数 不 同 ， 可 以 是 3 x3 或 4 x4 等 单位 矩 
阵 。1 或 4 等 用 于 表示 和 矩阵 了 的 维 数 。 例 如 : 


1 0 0 
-| 1 | 
0 0 1 
。 星 号 太 表 示 较 为 前 沿 的 专题 或 者 指 本 科教 学 中 可 以 不 选用 的 案例 ， 这 些 内 容 可 以 
在 首 度 阅读 时 略 掉 。 
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1 轮胎 和 轮 辆 基础 


轮胎 是 路 面 与 车 辆 之 间 传 递 力 的 唯一 车 辆 部 件 ， 通 常 在 轮胎 侧 壁 上 标 有 轮胎 尺寸 、 最 大 
承载 能 力 和 最 大 速度 等 级 等 参数 。 本 章 会 讨论 有 关 轮 胎 、 和 车轮、 道路 、 车 辆 及 其 相互 作用 等 
专题 内 容 。 

1.1 轮胎 和 轮胎 侧 壁 信息 

轮胎 是 车 辆 与 地 面 之 间 力 传递 的 唯一 途 接地 宽度 
径 ， 控 制 车 辆 运动 所 必需 的 力 均 在 轮胎 上 生 
成 ， 它 是 车 辆 的 重要 组 成 部 分 。 

图 1.1 给 出 了 一 个 装 在 轮 辆 上 轮胎 的 横 

































































| hr, 断面 高 度 
截面 ， 用 于 说 明 标准 轮胎 的 尺寸 参数 。 断 面 个 Ee 
高 度 或 轮胎 高 度 六 ， 加 上 轮 罗 半 径 即 为 车 轮 
半径 。 断 面 宽度 或 轮胎 宽度 ws， 是 指 轮 胎 未 
承受 负载 时 的 最 大 宽度 尺寸 。 轮 加 宽度 
轮胎 侧 壁 上 压 印 着 相关 信息 ， 图 1.2 给 ee 
出 了 某 轮胎 的 侧面 图 ， 显 示 了 压 印 在 上 面 的 二 
重要 信息 。 壮 夺 办 让 yA bp 证 - 存放 
图 1 2 中 的 代码 含义 如 下 。 图 1.1 装 在 轮 钢 上 的 轮胎 横 截 面 的 高 度 和 宽度 
1 尺寸 代码 。 1 
2| 最 大 允许 充气 压力 。 
3 引 轮 胎 结构 类 型 。 











4| M&S 表示 冬季 轮胎 。 
5 下 标记 ， 指 欧洲 批准 类 型 的 标 
























































8 生产 者 ， 商 标 或 厂商 名 称 。 
胎 壁 上 最 重要 的 信息 是 1 中 的 尺 
寸 代 码 ， 下 面 结 合 图 1.2 说明 尺寸 代 
码 的 格式 ， 各 项 定义 的 解释 如 下 (图 图 1.2 轮胎 侧面 图 ， 压 印 在 胎 侧 上 的 重要 信息 
1.3) : 

P 是 轮胎 类 型 ， 第 一 个 字母 表示 该 轮胎 适用 的 汽车 类 型 ，P 代表 客车 。 第 一 项 字符 为 ST 
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则 代表 特种 拖车 ，T 代表 临时 备用 (temporary) ，LT 代表 轻型 货车 。 
215 是 轮胎 宽度 ，3 位 数 代码 表示 轮胎 未 承载 时 两 侧 壁 之 间 的 宽度 ， 单 位 为 mm。 
60 是 扁平 比 ， 这 个 两 位 数 代 码 是 断面 高 度 和 汤面 宽度 P215/ 60 R15 961H 













































































的 比值 ， 以 百分比 形式 表示 ， 符 号 为 s1。 E 窑 示 
$= x100 (1.1) ?13 | 轮胎 宽度 mm) 
ek re 60 扁平 比 (0%) 
一 般 而 言 ， 轮 胎 扁 平 比 涵盖 范围 从 赛车 轮胎 采用 的 35 
到 多 用 途 车 辆 采用 的 75 不 等 。 0 
R 是 轮胎 结构 类 型 。 字 母 R 表示 轮胎 为 子午 线 结构 。 5 | 才 秽 于 (in) 
也 可 能 用 字母 B 表示 斜 交 帘 布 层 结构 ， 用 字母 D 表示 斜纹 96 | 。 负荷 指数 
型 轮胎 。 H 速度 等 级 
15 是 轮 辆 直径。 该 参数 以 让 (1lin=25.4mm) 为 单位 ， 





图 1.3 某 轮胎 尺寸 数码 及 其 含义 
表示 安装 该 轮胎 的 轮 罗 的 直径 。 


96 是 负 衔 等 级 或 负 蓓 指数。 很 多 轮胎 在 轮胎 尺寸 后 面 还 有 工作 标记 信息 ， 工 作 标 记 包 
括 一 个 两 位 数字 ( 负 答 指数 ) 和 一 个 字母 (速度 等 级 )。 负 春 指 数 代 表 轮 胎 能 承载 的 最 大 设 
计 负 和 荷 。 表 1.1 列 出 了 最 常用 的 负 蓓 指数 及 其 负 从 -承载 能 力 ， 一般 而 言 ， 表 中 的 负 褒 指数 
适用 于 车 速 低 于 210km/bh 的 情况 。 
表 1.1 负荷 指数 与 轮胎 最 大 负荷 - 承载 能 力 






























































指数 最 大 负荷 指数 最 大 负荷 指数 最 大 负荷 指数 最 大 负荷 
0 45kg 85 515kg 101 825kg 116 1250kg 
86 530kg 102 850kg 117 1285kg 
71 345kg 87 545kg 103 875kg 118 1320kg 
gp 355kg 88 560kg 104 900kg 119 1360kg 
73 365kg 89 580kg 105 925kg 120 1400kg 
74 375kg 90 600kg 106 950kg 121 1450kg 
75 387kg 91 615kg 107 975kg 122 1500kg 
76 400kg 92 630kg 108 1000kg 123 1550kg 
77 412kg 93 650kg 109 1030kg 124 1600kg 
78 425kg 94 670kg 110 1060kg 125 1650kg 
79 437kg 95 690kg 111 1090kg 126 1700kg 
80 450kg 96 710kg 113 1120kg 127 1750kg 
81 462kg 97 730kg 113 1150kg 128 1800kg 
82 475kg 98 750kg 114 1180kg 
83 487kg 99 775kg 115 1215kg 199 13600kg 
84 500kg 100 800kg 






































H 是 速度 等 级 代码 。 速 度 等 级 是 指 轮胎 能 够 承受 的 10min 持续 无 故障 最 高 速度 。 
表 1.2 列 出 了 最 常用 的 速度 等 级 代码 及 其 含义 ， 轮 胎 的 速度 等 级 与 轮胎 的 应 用 情况 有 
关 ， 见 表 1.3。 
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表 1.2 速度 等 级 与 最 高 速度 



































速度 等 级 最 高 速度 速度 等 级 最 高 速度 速度 等 级 最 高 速度 速度 等 级 最 高 速度 
Al Skm/h B 50km/h I 120km/h 时 190km/h 
A2 10km/h C 60km/h M 130km/h U 200km/h 
A3 15km/h D 65km/h N 140km/h H 210km/h 
A4 20km/h E 70km/h P 150km/h V 240km/h 
A5 25km/h F 80km/h Q 160km/h W 270km/h 
A6 30km/h G 90km/h R 170km/h Y 300km/h 
A7 35km/h J 100km/h 3 180m/h Z >240km/h 
A8 40km/h K 110km/h 



































表 1.3 速度 等 级 与 车 辆 类 别 






















































































速度 等 级 车 辆 类 别 速度 等 级 车 辆 类 别 
L 越野 车 和 轻型 货车 轮胎 S 家 用 轿车 和 有 厢 式 车 
N 临时 备用 轮胎 T 家 用 轿车 和 厢 式 车 
Q 越野 车 ， 无 防滑 钉 和 可 装 防滑 钉 冬 季 轮 胎 H 运动 轿车 和 双 门 轿车 
R 乘 用 汽车 和 轻型 货车 轮胎 V 运动 轿车 、 双 门 轿车 和 跑车 

















表 1. 2 中 有 一 处 比较 容易 混淆 ， 即 既然 有 Z 级 ， 为 什么 还 要 设置 W 和 立 级 ? 这 是 因为 
最 初 设置 Z 级 速度 时 ， 人 们 认为 Z 级 速度 就 是 最 高 等 级 轮胎 速度 。 标 记 7Z 的 轮胎 能 够 达到 
>240km/h 的 速度 等 级 ,但 是 并 不 清楚 最 高 速度 能 够 超过 240km/h 多 少 。 人 们 认为 车 辆 行 
驶 速度 不 会 高 过 240km/h 太 多 ,但 是 不 久 以 后 就 出 现 了 速度 更 高 的 车 辆 。 因 此 , 行业 内 又 
增加 了 下 和 了 两 个 等 级 ， 用 于 标记 能 够 满足 新 型 超 高 速 车 辆 需求 的 轮胎 。 
例 1 汽车 质量 及 轮胎 负荷 指数 
一 辆 质量 为 2000kg 的 汽车 ,需要 负 答 指数 高 于 84 的 轮胎 。 这 是 因为 每 个 轮胎 上 的 负荷 
大 约 为 500kg， 在 表 1. 1 中 对 应 的 负荷 指数 为 84。 
例 2 根据 轮胎 标记 测算 轮胎 高 度 
轮胎 尺寸 标记 为 P215/60R15 96H， 扁 平 比 60 表示 轮胎 的 高 度 是 其 宽度 的 60% 。 为 了 计 
算 轮 胎 的 高 度 〈 单 位 mm) ， 可 以 用 第 一 个 数 (215) 乘 以 第 二 个 数 (60) 再 除 以 100。 即 
hr =215 x 0 =129mm (1.2) 
该 值 是 轮胎 从 轮 加 到 胎 面 的 高 度 。 
例 3 男 一 种 轮胎 尺寸 标记 办 法 
如 果 轮 胎 上 没有 标记 负荷 指数 ， 则 尺寸 代码 为 255/50 R17V 的 轮胎 也 可 以 标记 为 255/ 
50 VR17, 
例 4 轮胎 宽 和 轮 畏 宽 
轮胎 的 尺寸 决定 于 轮胎 所 安装 的 轮 辆 尺寸 ， 对 于 扁平 比 为 50 或 50 以 上 的 轮胎 ， 轮 轴 宽 
度 大 约 是 轮胎 断面 宽度 的 70% ， 并 取 精 确 到 0. Sin 的 近似 值 。 例 如 ， 某 标号 为 P255/50R16 
的 轮胎 ， 设计 宽度 为 255mm = 10. 04in。10. 04in 的 70% 是 7.08in， 取 近似 值 为 7h， 则 标号 
为 P255/50R16 的 轮胎 应 该 安装 在 7 x 16 规格 的 轮 辆 上 。 
对 于 扁平 比 为 45 或 45 以 上 的 轮胎 ， 轮 畏 宽 度 大 约 是 轮胎 断面 宽度 的 85% ， 并 取 精 确 
到 0.5in 的 近似 值 。 例 如 ， 某 标号 为 P255/45R17 的 轮胎 ， 其 断面 宽度 为 255mm = 10. 04in。 
因为 10. 04in 的 85% 是 8.543in， 所 以 该 轮胎 需要 8. 5in 的 轮轴 ， 则 标号 为 P255/45R17 的 轮 
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胎 应 该 安装 在 8 x17 规格 的 轮 罗 上 。 


例 S 轮胎 直径 和 半径 计算 
为 了 计算 轮胎 的 整体 直径 ， 需 要 先 通过 用 轮胎 宽度 和 扁平 比 相 乘 求 出 轮胎 的 高 度 ， 下 面 
以 某 标 记 为 P235/75R15 的 轮胎 为 例 。 











hr =235 x75% =176. 25mm~6. 94in (1.3) 
用 轮 加 直径 加 2 倍 的 轮胎 高 度 hi。 

D =2 x6.94 +15 =28. 88in~733. 8mm (1.4) 

R=D/2 =366. 9mm (1.5) 


例 6 速度 等 级 代码 
代码 分 别 为 P235775H R15 和 P235/70R15 100H 的 两 种 相似 轮胎 ， 其 速度 等 级 代码 均 为 
H， 即 最 高 速度 210km/h。 但 是 第 二 种 轮胎 在 该 速度 下 只 能 夭 此 数 标定 的 负 
和 荷 ， 所 以 其 标记 为 100H， 即 最 大 负荷 800kg、 最 高 速度 210km/h。 
速度 等 级 与 轮胎 类 型 有 关 ， 越 野 车 辆 通常 采用 Q 级 轮胎 ， 乘 用 车 辆 中 ， 典 型 的 民用 汽 
车 通常 用 R 级 轮胎 ， 性 能 好 一 些 的 车 用 T 级 轮胎 。 
例 7 轮胎 质量 
乘 用 汽车 单个 轮胎 的 平均 质量 为 10 ~ 12kg， 轻 型 货车 单个 轮胎 的 质量 为 14 ~ 16kg， 重 
型 货车 单个 轮胎 的 平均 质量 为 135 ~ 180kg。 
例 8 扁平 比 影响 
较 高 的 扁平 比 使 车 辆 乘坐 感觉 更 软 ， 并 增 大 车 辆 负荷 变形 。 低 扁平 比 的 轮胎 常用 于 高 性 
能 车 辆 ， 可 以 使 这 种 车 辆 对 道路 的 接触 面 变 宽 ， 同 时 响应 变 快 。 低 扁平 比 轮胎 的 负荷 变形 较 
小 ， 车 辆 乘坐 感觉 更 硬 。 
更 换 不 同 扁平 比 的 轮胎 会 导致 不 同 的 接地 面积 ， 因 此 也 会 改变 轮胎 的 负荷 能 力 。 
例 9 女 ”BMW 轮胎 尺寸 代码 
BMW (宝马 ) 是 欧 系 汽车 ,采用 | 米 制 单位 | 表示 轮胎 的 尺寸 。 例 如 ，TD230/55Z R390 
即 为 一 个 米 制 单位 轮胎 代码 ，TD 表示 BMW TD 类 型 ，230 是 以 mm 为 单位 的 轮胎 断面 宽度 ， 
55 是 以 百分数 为 单位 的 扁平 比 ，Z 是 速度 等 级 ，R 是 指 轮胎 为 子午 线 轮 胎 ，390 是 以 mm 为 
单位 的 轮轴 直径 。 
例 10 娘 “MS”“M+S”“MXS” 和 “M&S” 标 记 
标记 “MS”“M+S”“M/S” 和 “M&S” 表 示 轮 胎 的 泥 地 和 雪 地 适应 能 力 ， 多 数 子午 
线 轮 胎 带 有 这 些 标记 。 
例 11 文 美国 DOT 轮胎 识别 代码 
美国 轮胎 代码 的 格式 为 “DOT DNZE ABCD 2315”， 开 头 的 字符 DOT 表示 轮胎 符合 美国 
政府 的 标准 ，DOT 表示 交通 部 ( Department of Transportation ) 。DOT 后 面 的 两 个 字母 DN 是 
工厂 标记 ， 代 表 轮 胎生 产 商 和 制造 三 。 
再 后 面 的 两 个 字母 ZE 是 表示 制造 轮胎 专用 模具 的 代号 ， 该 字母 组 合 是 工厂 内 部 代号 ， 
通常 对 使 用 者 没有 意义 ， 但 是 可 以 在 互联 网 上 很 容易 地 查 到 。 
最 后 四 个 数字 ，2315 代表 轮胎 生产 的 年 份 和 周 序 。 其 他 的 ABCD 是 生产 商 或 在 生产 商 
虽 导 下 编制 的 销售 代码 ， 图 1. 4 所 示 为 一 个 示例 。 
DN 是 位 于 德国 Wittlich 的 Goodyear - Dunlop 轮胎 工厂 的 代码 ，ZE 是 轮胎 的 模具 尺寸 。 
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DOT DNZE ABCD 2315 
图 1.4 US DOT (符合 美国 交通 部 安全 标准 ) 轮胎 识别 编码 示例 
ABCD 是 混合 结构 代码 ，23 表示 该 年 度 的 第 23 周 ，15 表示 2015 年 。 因 此 该 轮胎 由 德国 
Wittlich 的 Goodyear - Dunlop 轮胎 工厂 生产 于 2015 年 第 23 周 。 
例 12 文 ”加拿大 轮胎 识别 代码 
加 拿 大 的 所 有 轮胎 都 要 有 一 个 交通 部 识别 代码 ， 图 1. 5 所 示 为 一 个 示例 。 
DOT B3CD E52X 2112 lw 
图 1.5 加拿大 交通 部 轮胎 识别 编码 示例 
该 识别 代码 提供 制造 轮胎 的 生产 厂商 、 时 间 和 地 点 ，DOT 后 面 的 前 两 个 字符 代表 轮胎 
生产 商 和 制造 厂 。 本 例 中 ，B3 表示 加 拿 大 Bridgewater 的 米其林 集团 。 第 三 个 和 第 四 个 字符 
CD 是 轮胎 模具 尺寸 代码 。 第 五 至 第 八 个 字符 E52X 是 生产 商 使 用 的 可 选 代 码 。 最 后 的 四 个 
数字 2112 表示 生产 日 期 ， 例 如 2112 表示 2012 年 第 21 周 。 识 别 代码 后 面 的 枫叶 符号 或 国旗 
符号 表示 轮胎 符合 加 拿 大 交通 部 要 求 。 
例 13 太 下 标记 和 国际 代码 
1977 年 7 月 以 后 在 欧洲 销售 的 所 有 轮胎 都 要 有 一 个 EE 标记， 示例 见 图 1.2 中 的 |5 处 。 
此 标记 以 大 写 或 小 写 的 EE 开头 ， 其 后 是 圆圈 或 方 框 里 的 数字 ， 再 后 面 是 男 一 组 数字 。E 表示 
该 轮胎 遵守 CEC 条 例 的 尺寸 、 性 能 和 标记 要 求 ，CEC 或 UNCEC 是 联合 国 欧洲 经 济 委员 会 的 
英文 简称 。 圆 圈 或 方 框 里 的 数字 是 国家 代码 ， 例 如 ，11 是 指 英 国 。 圆 圈 或 方 框 外 的 前 两 位 
数字 表示 批准 轮胎 的 条 例 序 号 ， 例 如 , “02” 表示 指导 乘 用 车 轮胎 的 CEC 条 例 30,“00” 表 
示 指 导 商 用 车 轮胎 的 CEC 条 例 54。 剩 下 的 数字 表示 CEC 标记 类 型 批准 数字 。 轮 胎 还 有 可 能 
经 测试 达到 噪声 限制 要 求 ， 这 些 轮胎 可 能 在 第 二 个 CEC 标记 后 面 级 有 表示 安全 的 “ -s”。 
表 1.4 给 出 了 轮胎 标记 中 的 欧洲 国家 代码 。 
除了 美国 和 欧洲 的 DOT 和 CEC 代码 ， 还 有 其 他 几 种 代码 ， 如 国际 标准 化 组 织 的 ISO - 
9001 、 中 国 强制 性 产品 认证 制度 的 C. C. C、 日 本 工业 标准 的 JSD4230 等 。 
表 1.4 用 于 轮胎 标记 的 欧洲 国家 代码 





























































































































代码 国家 代码 国家 
El 德国 E14 瑞士 
E2 法 国 E15 苦 威 
FE3 意大利 E16 芬兰 
FE4 荷兰 E17 了 麦 
FE5 瑞典 FE18 罗马 尼 亚 
E6 比利时 E19 波兰 
E7 匈牙利 E20 葡萄 牙 
E8 捷克 共和 国 E21 俄罗斯 
E9 西班牙 E22 希腊 
E10 南斯拉夫 ( 现 已 解体 ) E23 爱尔兰 
Ell 英国 E24 克罗地亚 
E12 奥地利 E25 斯 洛 文 尼 亚 
E13 卢森堡 E26 斯 洛 伐 克 
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例 14 文 ”轻型 货车 轮胎 

轻型 货车 轮胎 的 尺寸 可 以 用 两 种 格式 表示 : LT245/70R16 或 32 x11. 50R16LT。 

第 一 种 格式 中 ，LT 代表 轻型 货车 ，245 代表 轮胎 宽度 (单位 mm) ，70 代表 扁平 比 ( 百 
分 数 ) ，R 代表 子午 线 结构 ，16 代表 轮 畏 直径 (单位 in)。 

第 二 种 格式 中 ，32 代表 轮胎 直径 (单位 in)，11.5 代表 轮胎 宽度 (单位 in) ; R 代表 子 
午 线 结构 ，16 代表 轮 罗 直 径 (单位 in)，LT 代表 轻型 货车 。 

例 1S$ 文 UTQG 等 级 

轮胎 生产 商 可 能 在 其 生产 的 轮胎 上 增加 其 他 符号 、 数 字 和 字母 ， 对 轮胎 的 耐 磨 性 能 、 混 
滑 路 牵引 性 能 和 耐 高 温 性 能 进行 分 级 。 对 这 些 字符 的 标识 没有 统一 要 求 和 标准 ， 但 是 一 般 会 
参考 UTQG (Uniform Tire Quality Granding, 统一 轮胎 质量 分 级 ) 体系 。 该 体系 中 用 以 mile 
(lmile=1.6km) 为 单位 的 指数 表示 轮胎 的 平均 耐 磨 寿命 ， 耐 磨 代号 越 大 ， 轮 胎 寿 命 越 长 。 
呈 数 为 100 相当 于 寿命 大 约 为 20000mile， 详 见 表 1. 5。 

表 1.5 胎 面 耐 麻 分 级 指数 



































间 数 寿命 
100 32000km 20000mile 
150 48000km 30000mile 
200 64000km 40000mile 
250 80000km S0000mile 
300 96000km 60000mile 
400 129000km 80000mile 
500 161000km 100000mile 





UTQG 等 级 还 对 湿 滑 路 牵引 性 能 和 耐 高 温 性 能 用 字母 A 至 C 进行 分 级 ， 其 中 A 表示 最 
好 ，B 次 之 ，C 表示 合格 。 湿 滑 路 牵引 性 能 为 A 级 意味 着 轮胎 上 有 大 且 深 的 胎 面 花纹 和 很 多 
排水 模 ， 这 些 排水 槽 同时 是 胎 面 块 的 分 界线 。 
耐 高 温 性 能 为 A 级 意味 着 两 个 情况 : 第 一 ， 胎 体 束 带 刚度 较 高 ， 胎 侧 刚 度 较 高 ， 或 两 
者 组 合 后 刚度 较 高 ， 第 二 ， 胎 侧 较 薄 ， 轮 胎 胎 面 花纹 上 的 稳定 块 较 多 。 温 度 等 级 中 A 表示 
最 好 ，B 次 之 ，C 表示 合格 。 

轮胎 上 还 有 代表 轮胎 抓 地 能 力 的 牵引 性 能 分 级 符号 ， 这 种 分 级 涵盖 干 路 面 和 湿 路 面 的 情 
况 。 其 中 AA 级 表示 最 好 ，A 级 表示 很 好 ，B 表示 好 ，C 表示 合格 。 

例 16 文 ” 胎 侧 附加 标记 

TL 代表 无 内 胎 。 

TT 代表 有 内 胎 轮 胎 的 内 胎 类 型 。 

Made in Country 代表 生产 国家 。 

C 代表 用 于 商用 货车 的 商用 轮胎 ， 例 如 : 185R14C。 

B 代表 和 斜 交 帘 布 层 。 

SFT 代表 此 面向 内 。 

SFO 代表 此 面向 外 。 

TWI 代表 轮胎 磨损 标记 ， 该 标志 在 轮胎 外 侧面 ， 表 示 轮 胎 磨 损 到 该 标志 处 时 ， 需 要 更 换 
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轮胎 。 

SL 代表 标准 负荷 ， 普 通用 途 轮胎 和 负 答 。 

XL 代表 超大 负荷 ， 重 载 轮胎 。 

RF 或 过 代表 加 固 轮胎 。 

箭头 代表 旋转 方向 ， 有 些 轮胎 设计 在 某 一 方向 上 驱动 时 的 性 能 最 好 ， 在 这 种 轮胎 上 标记 
箭头 ， 表 示 安 装 轮胎 时 要 让 箭头 指 加 车 辆 前 进 时 轮胎 的 旋转 方向 ， 即 单 导向 轮胎 。 

例 17 女 加 1 定 则 

加 1L 定 则 是 指 先 增加 轮 罗 的 直径 再 匹配 合适 的 轮胎 。 一 般 而 言 ， 轮 罗 直 径 增 加 lin， 轮 
胎 宽 相 应 地 增加 20mm， 同 时 扁平 比 减 小 10% 。 这 样 就 抵消 了 轮 罗 直径 的 增长 ， 使 轮胎 总 半 
径 保 持 不 变 。 图 1.6 演示 了 上 述 思 想 。 


S00 





205mm 225mm 245mm 


CY) Cy 


205/65 R15 225/55 R16 245/45 R17 
图 1.6 加 1 定 则 是 指 将 轮 罗 直径 增加 lin 并 为 其 匹配 轮胎 的 规则 
通过 采用 低 扁 平 比 轮胎 ， 可 以 获得 更 快 的 转向 响应 和 更 好 的 侧 向 稳定 性 。 当 然 ， 车 辆 
的 乘坐 舒适 度 也 会 降低 。 
例 18 文 ”充气 不 足 轮 胎 和 充气 过 量 轮胎 
充气 不 当 导 致 的 轮胎 过 热 是 轮胎 的 常见 故障 ， 对 于 充气 不 足 的 轮胎 ， 轮 胎 内 气体 压力 承 
载 车 重 的 能 力 降低 ， 胎 侧 承载 的 车 重 的 比例 增加 。 这 种 轮胎 负荷 的 增加 导致 轮胎 接地 印迹 增 
大 ， 从 而 产生 更 多 的 摩擦 ， 生 成 更 多 热量 。 
对 于 充气 过 量 的 轮胎 ， 轮 胎 内 气体 压力 承载 了 过 多 的 车 重 ， 车 辆 会 更 加 颠 艇 ， 同 时 会 由 
于 轮胎 接地 印迹 很 小 ， 即 只 有 轮胎 接地 印迹 中 心 部 分 与 路 面 接触 ， 而 导致 转向 困难 。 
对 于 充气 适当 的 轮胎 ， 轮 胎 内 气体 压力 承载 大 约 95% 的 车 重 ， 胎 侧 承 载 大 约 5% 的 车 
重 。 
1.2 轮胎 组 成 
轮胎 是 由 橡胶 和 多 种 合成 材料 经 复杂 加 工 生 产 出 的 先进 工程 产品 ， 纤 维 、 帘 布 和 钢丝 
等 材料 也 是 轮胎 内 衬 、 胎 体 屋 、 胎 圈 、 束 带 、 侧 壁 和 胎 面 的 重要 构成 部 分 。 图 1.7 显示 了 轮 
胎 的 内 部 结构 。 
轮胎 的 主要 组 成 如 下 : 
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台 圈 或 胎 圈 芯 由 一 圈 挂 胎 冠 / 胎 面 
胶 的 高 强度 钢丝 组 成 ， 它 为 ”负电 
轮胎 提供 足够 的 强度 ,使 其 
固定 在 轮 辆 上 ， 并 将 轮胎 上 
的 力 传 给 轮 畏 。 

中 间 层 由 多 种 纤维 帘 布 
组 成 ， 最 常用 的 帘 布 纤维 是 
聚 酯 帘 线 纤维 。 中 间 层 的 最 
上 面 一 层 又 叫 冠 带 层 ， 冠 带 
层 是 聚 酯 纤维 ， 可 以 将 轮胎 
的 各 组 成 部 分 保持 在 各 自 位 
置 。 并 非 所 有 的 轮胎 都 有 冠 
带 层 ， 冠 带 层 常用 在 较 高 速 图 1.7 子午 线 轮胎 的 内 部 组 成 及 布置 示例 
度 等 级 的 轮胎 上 ， 能 够 在 高 速 行驶 时 固定 轮胎 的 各 组 成 部 分 。 

在 无 内 胎 轮 胎 中 ， 中 间 层 加 入 特制 的 复合 橡胶 并 构成 无 内 胎 轮胎 的 内 侧 ， 同 时 控制 空气 
压力 损失 。 

束 带 层 或 缓冲 束 带 层 由 一 种 或 多 种 挂 胶 钢 丝 、 取 酯 纤维 、 尼 龙 纤 维 、 凯 夫 拉 纤维 或 其 他 
材料 在 胎 面 之 下 沿 圆周 缠绕 轮胎 组 成 。 束 带 层 用 于 加 固 胎 体 层 ， 保 持 胎 面 在 道路 上 展 平 ， 达 
到 与 地 面 最 佳 的 接触 。 束 带 层 能 够 抑制 导致 轮胎 胎 面 磨损 的 蠕动 ， 并 减轻 冲击 和 硬 物 扎 入 对 
轮胎 造成 的 损害 。 

胎 体 或 胎 体 层 是 承受 轮胎 空气 压力 张 紧 力 的 主要 部 分 ， 胎 体 由 缠绕 在 钢 圈 上 的 挂 胶 钢 丝 
或 其 他 高 强度 丝线 制 成 。 子 午 线 轮胎 中 的 丝线 如 图 1. 7 所 示 ， 丝 线 与 胎 圈 垂直 。 胎 体 层 用 橡 
胶 包 于 主要 是 为 了 使 之 烙 结 其 他 组 分 ， 同 时 密封 空气 。 

胎 体 层 的 数量 常用 于 描述 轮胎 的 强度 ， 多 数 汽 车 轮胎 有 两 个 胎 体 层 ， 商 用 大 型 喷气 式 客 
机 的 轮胎 有 30 个 或 更 多 胎 体 层 。 

侧 壁 为 轮胎 提供 侧 向 稳定 性 ， 保 护 胎 体 层 ， 并 帮助 密封 胎 内 空气 。 侧 壁 也 可 能 包含 其 他 
提高 侧 向 稳定 性 的 结构 部 件 。 

台面 是 轮胎 上 与 道路 接触 的 部 分 ， 胎 面 设计 根据 轮胎 使 用 要 求 不 同 而 有 所 不 同 ， 变 化 范 
围 也 比较 大 。 胎 面 由 各 种 自然 和 合成 橡胶 混合 组 成 ， 轮 胎 最 外 周 又 称 作 胎 冠 。 

台面 槽 是 指 两 个 胎 面 楼 或 两 个 胎 面 块 之 间 的 空间 或 面积 ， 胎 面 槽 给 轮胎 提供 牵引 力 ， 在 
雨 、 雪 环境 中 尤其 有 用 。 

例 19 轮胎 橡胶 的 主要 材料 

橡胶 合成 物 中 有 两 种 主要 配料 : 橡胶 和 填料 。 这 两 种 主要 材料 根据 设计 目标 采用 不 同 配 
方 ， 设计 目标 包括 性 能 最 优 、 牵 引力 最 大 或 减 小 滚动 阻力 等 。 最 常用 的 填料 是 各 种 况 黑 填料 
和 二 氧化 硅 填 料 ， 配 料 中 还 包括 抗 氧 化 剂 、 抗 具 氧 剂 等 成 分 。 

轮胎 由 多 种 材料 合成 并 经 过 热处理 ， 各 种 组 分 必须 要 成 型 、 化 合 、 组 配 、 固 化 在 一 起 。 
轮胎 质量 取决 于 把 各 种 不 同 分 散 的 成 分 合成 为 能 够 满足 驱动 要 求 的 附着 性 制品 的 能 力 。 现 代 
轮胎 的 基本 组 成 为 钢 、 纤 维 材料 和 橡胶 ， 一 般 轮 胎 的 质量 比例 如 下 : 

QD 强化 材料 : 钢 、 人 造 纤 维和 尼龙 ，16% 。 
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@) 橡胶 : 天 然 橡胶 /人 工 合成 橡胶 ，38% 。 

@) 化 合 物 : 炭 黑 、 二 氧化 硅 和 石灰 石 ，30% 。 

@ 软化 剂 : 石油 、 树 脂 ，10% 。 

@) 硫化 工艺 : 硫黄 、 氧 化 锌 ，4% 。 

GD) 其 他 2% 。 

例 20 轮胎 橡胶 的 主要 强化 材料 

因为 轮胎 需要 承载 很 大 的 负荷 ， 所 以 在 其 结构 中 要 采用 钢丝 和 纤维 等 材料 强化 橡胶 合成 
物 ， 并 提供 所 需 强度 。 轮 胎 中 最 常用 的 强化 材料 有 棉线 、 人 造 纤维 、 聚 酯 纤维 、 钢 丝 、 玻 璃 
纤维 和 芳 纶 纤维 等 。 

例 21 胎 圈 的 组 成 和 预 处 理 

轮胎 胎 轿 是 一 个 非 弹 性 的 复合 材料 圈 ， 用 于 稳定 胎 体 ， 并 把 轮胎 固定 在 轮轴 上 。 胎 圈 由 
钢丝 环 、 边 楼 和 胎 圈 填 充 物 组 成 ， 轮 胎 胎 圈 钢 丝 环 由 包 庄 着 橡胶 的 钢丝 制 成 ， 并 沿 轮胎 连续 
缠绕 几 周 。 胎 圈 填 充 物 由 非常 硬 的 橡胶 制 成 ， 并 通过 挤 压 成 型 构成 轮胎 的 边缘 。 

例 22 轮胎 帘 布 结构 

轮胎 标记 中 的 帘 布 数 和 钢丝 数 表 示 轮 胎 中 橡胶 包 于 纤维 或 钢丝 层 的 数量 。 一 般 而 言 ， 层 
数 越 多 ， 轮 胎 能 够 承受 的 负荷 越 大 ， 轮 胎生 产 商 还 有 可 能 标明 轮胎 所 用 帘 线 的 数量 和 种 类 。 

例 23 文 ”轮胎 胎 面 挤 压 成 型 

轮胎 胎 面 或 轮胎 上 与 地 面 接触 的 部 分 包括 胎 面 、 胎 肩 和 胎 面 底层 。 构 成 胎 面 外 形 至 少 需 
要 三 种 不 同 的 橡胶 合成 物 ， 这 三 种 橡胶 合成 物 由 一 个 共同 的 挤 压 机 机 头 同时 挤 压 成 型 。 

例 24 文 ”轮胎 中 用 的 橡胶 种 类 

轮胎 生产 中 主要 用 到 如 下 五 种 橡胶 : 天 然 橡 胶 、 葵 乙烯 - 丁 二 烯 橡胶 (SBR) 、 聚 丁 二 
烯 橡胶 (BR) 、 丁 基 橡 胶 和 卤化 丁 基 橡 胶 。 前 三 种 橡胶 主要 用 于 胎 面 和 胎 侧 部 分 的 制造 ， 丁 
基 橡 胶 和 讽 化 丁 基 橡胶 主要 用 于 中 间 层 和 内 层 部 分 的 制造 ， 保 证 轮胎 内 压缩 空气 的 密封 。 

例 25 太 橡胶 的 历史 

大 约 2500 年 以 前 ， 生 活 在 中 美洲 和 南美 洲 的 人 们 用 当地 一 种 树 的 汁液 给 他 们 的 鞋子 和 
衣服 做 防水 材料 ， 这 种 材料 于 17 世纪 被 介绍 给 第 一 批 来 自 欧 洲 的 移民 。 这 种 材料 被 英国 人 
发 现 的 第 一 个 用 途 是 做 橡皮 ， 可 以 用 来 擦 掉 铅笔 标记 ， 因 此 这 种 材料 被 称 作 橡胶 (rubber) 。 
橡胶 充气 轮胎 发 明 于 1845 年 ，1888 年 开始 生产 。 

天 然 橡 胶 是 多 种 有 机 聚合 物 的 混合 物 ， 最 主要 的 橡胶 同 分 异 构 体 如 图 1. 8a 所 示 ， 称 作 
橡胶 基质 ( 异 戊 二 烯 ) 。 天 然 橡胶 可 以 通过 硫化 生成 便于 生产 的 更 长 分 子 链 和 强度 更 大 的 聚 
异 成 二 烯 ， 硫 化 过 程 通常 用 硫磺 作为 交 联 剂 ， 图 1. 8b 所 示 为 一 种 硫化 橡胶 的 分 子 式 。 

例 26 太 ”如 果 志 界 没有 橡胶 

橡胶 作为 轮胎 制造 中 的 主要 材料 使 其 具备 柔顺 性 ， 柔 顺 性 轮胎 在 变形 时 能 够 与 地 面 附着 
并 产生 朝 其 他 方向 运动 的 变形 。 轮 胎 的 弹性 特征 使 轮胎 的 运动 方向 能 够 与 汽车 的 运动 方向 不 
同 。 如 果 没 有 橡胶 轮胎 ， 除 非 车 速 很 低 ， 车 辆 将 不 能 转向 。 如 果 车 辆 上 安装 的 都 是 非 柔 顺 性 
车 轮 ， 则 轨道 上 行驶 的 火车 依然 会 是 今天 主要 的 旅行 工具 ， 人 们 将 不 能 在 离 铁路 太 远 的 地 方 
生活 ， 即 使 是 自行 车 和 摩托 车 也 不 会 起 太 大 的 作用 。 

例 27 友 ”轮胎 相关 信息 提示 

新 的 前 轮 轮 胎 和 旧 的 后 轮 轮 胎 搭 配 使 用 会 导致 车 辆 操控 不 稳定 。 
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到 1.8 天 然 橡胶 的 化 学 构成 
长 时 间 在 阳光 直射 下 存放 的 轮胎 比 在 背光 区 域内 存放 的 轮胎 便 化 和 老化 速度 快 很 多 。 
长 时 间 与 润滑 油 或 汽油 接触 会 导致 橡胶 材质 污染 ， 缩 短 轮胎 寿命 。 


1.3 子午 线 轮胎 和 非 子午 线 轮胎 


根据 胎 体 钢丝 帘 线 和 轮胎 平面 的 角度 可 以 把 轮胎 分 为 两 类 : 子午 线 轮胎 和 非 子 午 线 轮 
台 。 两 类 轮胎 结构 各 有 其 特征 ， 这 种 结构 特征 决定 了 它们 的 性 能 。 

子午 线 轮胎 采用 加 强 钢丝 束 带 ， 钢 丝 束 带 从 一 侧 胎 圈 到 另 一 侧 胎 轿 相 互 平行 布置 ， 并 与 
轮胎 圆周 方向 的 中 心 线 成 90* 夹 角 。 这 种 布置 使 轮胎 径 向 方向 弹性 更 大 ， 可 以 减 小 滚动 阻 
力 ， 提 高 转向 性 能 。 图 1.7 所 示 为 子午 线 轮 胎 的 内 部 结构 和 胎 体 布置 。 

韭 子午 线 轮 胎 又 称 作 和 斜 交 胎 冠 / 胎 面 
轮胎 ， 帘 布 层 从 一 侧 胎 圈 到 另 
一 侧 胎 圈 以 约 30° 的 角度 布置 ， 
有 时 采用 其 他 角度 。 一 层 帘 布 
以 某 一 方向 布置 后 ， 后 面 的 帘 
布 以 相反 的 方向 布置 ， 使 其 相 
互 交叉 ， 帘 布 的 末端 缠绕 在 胎 
圈 钢 丝 上 ， 并 将 其 固定 在 车 轮 
轮 钢 上 。 图 1.9 所 示 为 非 子午 
线 轮胎 的 内 部 结构 和 胎 体 布置 。 
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子午 线 轮 胎 和 非 子午 线 轮 
胎 在 动力 学 方面 最 重要 的 不 同 ， | 
是 车 轮 在 受 侧 向 力 时 轮胎 的 地 到 1.9 非 子午 线 轮胎 的 内 部 组 成 及 布置 











面 附着 性 能 不 同 ， 两 种 轮胎 性 能 的 比较 如 图 1. 10 所 示 。 图 1. 10a 中 ， 在 侧 向 力作 用 下 ， 子 
午 线 轮胎 的 大 部 分 弯曲 发 生 在 轮胎 侧 辟 上， 胎 面 与 道路 贴 合 较 平 。 图 1. 10b 中 ， 在 侧 向 力 的 
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作用 下 ， 和 斜 交 轮 胎 的 胎 面 和 侧 壁 都 产生 了 变形 ， 与 路 面 的 接触 面积 相对 较 小 。 








a) 子午 线 轮胎 b) 非 子午 线 轮胎 
图 1.10 承受 侧 向 力 时 子午 线 轮胎 和 非 子午 线 轮 胎 的 地 面 附着 性 能 


子午 线 轮胎 的 径 向 布置 允许 胎 面 和 侧 壁 相对 独立 地 变化 ， 侧 壁 在 车 辆 负荷 作用 下 较 易 
弯曲 ， 因 此 ， 子 午 线 轮 胎 更 容易 产生 垂直 方向 的 变形 。 胎 壁 在 负荷 下 弯曲 时 ， 钢 丝 束 带 抱 紧 
台面 并 使 其 在 地 面 上 展 平 ， 从 而 降低 了 胎 面 的 毛 刷 效应 。 轮 胎 转 向 时 ， 胎 面 和 胎 壁 的 相对 独 
立 反应 使 胎 面 在 路 面 上 展 平 ， 从 而 使 轮胎 保持 其 轨迹 。 子 午 线 轮胎 是 当前 在 多 数 应 用 中 优先 
选用 的 轮胎 。 

斜 交 轮胎 中 胎 体 的 交叉 布置 使 其 作为 一 个 整体 对 负荷 做 出 反应 ， 胎 壁 在 负荷 作用 下 发 生 
扭转 或 弯曲 时 ， 胎 面 被 向 内 挤 压 而 变形 。 这 种 变形 影响 轮胎 接地 印迹 ， 降 低 牵 引力 。 由 于 和 斜 
交 轮 胎 的 这 种 固有 结构 ， 与 子午 线 轮 胎 结构 相 比 ， 其 胎 壁 强度 较 小 ， 转 向 效率 较 低 。 

例 28 提高 轮胎 强度 

增加 帘 布 层 和 胎 圈 钢丝 的 数量 可 以 提高 任 交 轮胎 的 强度 ， 但 是 增加 帘 布 层 数 意味 着 增加 
轮胎 质量 ， 从 而 增加 热量 ， 降 低 寿 命 。 对 于 子午 线 轮 胎 ， 可 以 通过 增 大 胎 体内 的 钢丝 的 直径 
提高 轮胎 强度 。 

例 29 无 内 胎 轮 胎 和 有 内 胎 轮胎 

无 内 胎 轮 胎 在 结构 上 与 有 内 胎 轮 胎 类 似 ， 区 别 在 于 无 内 胎 轮 胎 内 部 的 两 个 胎 圈 之 间 有 一 
层 气 密 防潮 橡胶 层 ， 该 橡胶 层 用 于 保证 内 部 气 室 的 密封 ,这 样 就 不 再 需要 内 胎 和 轮胎 热带 。 
无 内 胎 轮胎 和 有 内 胎 轮胎 在 尺寸 相等 、 胎 压 相 同时 能 够 承载 相同 的 负荷 。 

例 30 文 ”新 型 矮 脚 轮胎 

低 扁 平 比 轮胎 是 一 种 断面 宽度 值 比 断 面 高 度 值 大 的 无 内 胎 轮 胎 ， 这 种 轮胎 的 扁平 比 在 
50% 至 30% 之 间 。 矮 脚轮 胎 侧 壁 高 度 较 低 ， 胎 面 宽度 较 宽 ， 这 种 特征 具有 较 高 的 侧 向 刚度 ， 
能 够 提高 其 稳定 性 和 操纵 性 。 

例 31 文 ”轮胎 的 功能 

轮胎 是 一 个 支撑 车 辆 负 和 荷 的 充气 系统 ， 它 利用 压缩 空气 在 胎 体 层 内 产生 张力 支撑 起 车 辆 
负荷 。 轮 胎 胎 体内 有 很 多 高 张力 强度 的 帘 线 ， 几 乎 没有 压缩 强度 ， 空 气压 力 在 胎 体 内 产生 张 
力 并 承载 负荷 。 在 充气 后 没有 负 符 的 轮胎 内 ， 帘 线 对 整个 轮胎 胎 圈 钢丝 的 拉 紧 力 相 等 。 轮 胎 
承受 负 谷 时 ， 地 面 与 轮 罗 之 间 的 帘 线 张力 减 小 ， 其 他 部 位 的 帘 线 张力 不 变 ， 所 以 与 地 面相 反 
方向 的 帘 线 会 向 上 拉 胎 圈 ， 这 样 就 把 压力 从 地 面 传递 到 轮轴 上 。 

除了 承载 垂直 负荷 外 ， 轮 胎 还 必须 向 路 面 传递 加 速 、 制 动 和 转向 的 力 ， 这 些 力也 以 相似 
的 方式 传递 给 轮轴 。 加 速 和 制 动 力 还 与 轮 辆 和 胎 圈 之 间 的 摩擦 力 有 关 ， 同 时 ， 轮 胎 也 在 轮 罗 
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和 道路 之 间 起 到 弹簧 的 作用 。 
1.4 胎 面 


台面 花纹 由 胎 面 同 起 和 缝 际 组 成 ， 凸 起 是 与 道路 接触 的 橡胶 块 ， 缝隙 是 凸 起 之 间 的 空 
间 。 则 起 又 叫 作 胎 面 痕迹 或 胎 面 块 ， 缝 际 又 叫 作 胎 面 柳 。 由 胎 面 块 和 胎 面 槽 组 成 的 胎 面 花纹 
轮廓 影响 轮胎 的 牵引 力 和 噪声 水 平 ， 沿 轮胎 圆周 方向 的 宽 直 胎 面 槽 的 噪声 较 低 ， 且 侧 向 摩擦 
力 大 。 增 加 从 轮胎 一 侧 向 另 一 侧 的 横向 酸 会 提高 轮胎 的 牵引 力 和 噪声 水 平 ， 图 1. 11 所 示 为 
一 个 轮胎 胎 面 示例 。 

轮胎 既 需要 圆周 方向 的 胎 面 槽 ， 也 需要 横向 胎 面 槽 。 
道路 上 的 水 受 车 重 挤 压 进入 胎 面 槽 中 ， 然 后 从 轮胎 接地 
印迹 区 域 排 出 ， 从 而 在 轮胎 接地 印迹 上 提供 更 大 的 牵引 
力 。 如 果 没 有 胎 面 构 ， 道 路 上 的 水 不 会 被 排 到 车 轮 两 侧 ， 
并 会 在 道路 和 轮胎 之 间 形 成 一 层 薄 水 膜 ， 这 将 导致 轮胎 
与 路 面 的 摩擦 力 降低 。 可 见 ， 胎 面 槽 提供 了 排水 的 通道 。 

在 干燥 道路 上 ， 轮 胎 胎 面 花 纹 的 存在 降低 了 橡胶 与 
道路 之 间 的 接触 面积 ， 所 以 也 会 降低 轮胎 的 抓 地 力 ， 这 
也 是 在 平坦 干燥 的 赛车 跑道 上 用 无 胎 面 花纹 轮胎 的 原因 。 

泥 尝 地 形 轮胎 花纹 的 特点 是 有 大 凸 起 和 大 缝 险 ， 大 
凸 起 能 使 轮胎 在 低 牵 引力 情况 下 提供 大 的 抓 地 力 ， 大 缝 
隙 能 够 使 轮胎 通过 排出 泥土 自我 清理 。 与 泥 尝 地 形 轮胎 
相 比 ， 全 地 形 轮胎 花纹 的 西 起 和 缝隙 相对 较 小 ， 突 起 细 “图 1.11 轮胎 胎 面 的 号 起 和 缝隙 
密 、 颖 隙 小 使 全 地 形 轮胎 在 街道 上 比较 安静 。 但 是 胎 面 
缝隙 小 不 容易 自我 清理 ， 如 果 缝 隙 里 充满 了 泥浆 ， 轮 胎 会 损失 部 分 牵引 力 。 全 地 形 轮胎 较 适 
合 于 高 速 公 路 使 用 。 

例 32 不 对 称 胎 面 和 单 导向 性 胎 面 设计 

台面 花纹 的 设计 可 以 不 对 称 ， 轮 胎 两 侧 可 以 不 同 。 可 以 把 不 对 称 花纹 设计 成 有 两 种 或 多 
种 功能 ， 从 而 提高 其 总 体 性 能 。 

单 导 向 轮胎 是 一 种 为 了 获得 最 佳 性 能 而 只 向 一 个 前 进 方向 旋转 的 轮胎 ， 单 导向 胎 面 花纹 
专 为 在 潮湿 、 雪 地 或 泥 洗 道路 上 行驶 设计 。 非 单 导向 胎 面 花纹 可 以 任意 用 于 两 个 前 进 方向 ， 
性 能 不 会 降低 。 

例 33 自 清理 

自 清理 是 轮胎 的 胎 面 花纹 从 胎 面 缝隙 清除 泥土 或 其 他 物质 的 能 力 ， 这 种 能 力 使 轮胎 的 每 
次 旋转 都 能 较 好 地 抓 地 。 泥 地 轮胎 能 够 从 胎 面 颖 际 中 轻易 地 清除 泥土 或 其 他 物质 。 

例 34 女 滑 胎 

滑 胎 是 指 轮胎 在 水 膜 上 打滑 。 在 汽车 驶 过 静止 水 面 ， 水 不 能 从 轮胎 下 面 排出 时 会 发 生 滑 
胎 ， 此 时 的 轮胎 被 抬 离 地 面 并 在 水 上 滑动 。 滑 胎 情况 下 的 轮胎 将 失去 牵引 力 ， 所 以 汽车 将 不 
再 按照 驾驶 人 的 指令 行驶 。 

在 轮胎 接地 印迹 内 ， 从 前 面 边缘 的 中 间 位 置 到 后 面 边缘 的 拐角 处 的 深 胎 面 槽 和 中 间 的 宽 
通道 都 可 以 帮助 水 从 轮胎 下 面 排出 ， 图 1. 12 所 示 为 轮胎 驶 过 水 层 时 发 生 滑 胎 现象 的 情况 。 
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轮胎 





地 面 


图 1.12 滑 胎 现象 示意 图 


滑 胎 有 三 种 类 型 : 动力 学 滑 胎 、 黏 性 滑 胎 和 橡胶 滑 胎 。 动 力学 滑 胎 发 生 时 ， 湿 滑 路 面 
上 的 水 不 能 足够 快速 地 从 轮胎 下 面 排出 ， 使 轮胎 与 路 面 无 法 在 整个 轮胎 接地 印迹 上 接触 ， 轮 
胎 在 模 形 水 层 上 行驶 ， 并 失去 与 道路 的 接触 。 滑 胎 发 生 时 的 速度 称 作 滑 胎 速度 。 
湿 滑 路 面 上 水 、 油 脂 或 灰尘 混合 时 会 导致 黏 性 滑 胎 ， 与 动力 学 滑 胎 相 比 ， 黏 性 滑 胎 发 生 
的 水 深 较 浅 ， 速 度 较 低 。 
橡胶 滑 胎 是 指 由 狐 烈 制 劲 时 摩擦 生 热 导致 轮胎 接地 印迹 中 产生 高 压 蒸汽 而 引起 的 滑 胎 。 
例 35 太 ”航空 滑 胎 速 度 
在 航空 工程 领域 ， 滑 胎 速度 以 节 (kn) 为 单位 ， 并 用 下 式 计算 
vy =9 wp (1.6) 
式 中 p 一 一 轮胎 充气 压力 ， 单 位 1bf/in?。 
B757 飞机 的 主 轮 胎 ， 其 滑 胎 速 度 应 为 
vy =9 V144 =108kn~55. 5m/s (1.7) 
式 (1.6) 用 国际 单位 制 表示 应 为 




















v, =5.5753 x10 72/p (1.8) 

其 中 由 的 单位 是 m/s, p 的 单位 是 Pa。 例 如 ， 某 汽车 轮胎 的 胎 压 为 193053Pa， 则 其 滑 胎 速 
度 为 

v, =5.5753 x10-? /193053~24. 5m/s (1.9) 


1.5 轮胎 接地 印迹 


轮胎 和 道路 的 接触 区 域 称 作 轮胎 接地 
印迹 ， 记 作 4p。 轮 胎 接 地 印迹 中 的 任意 点 
都 能 传递 道路 和 轮胎 之 间 的 法 向 力 和 摩擦 
力 ， 这 些 接 触 力 的 影响 可 以 用 作用 在 轮胎 7 了 所 
接地 印迹 中 心 的 力 和 力矩 的 合力 系 描述 。 

轮胎 接地 印迹 又 称 作 接触 块 、 接 触 区 
或 轮胎 足迹 ， 轮 胎 接 地 印迹 的 模型 如 图 
1. 13 所 示 。 

轮胎 接地 印迹 的 面积 与 胎 压 成 反比 ， 图 1.13 轮胎 接地 印迹 





a 








轮胎 接地 印迹 
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沙土 地 、 泥 沫 地 和 雪 地 区 域 使 用 的 越野 车 辆 和 直线 竞 速 赛车 常用 降低 胎 压 的 办 法 来 增 大 轮胎 
接地 印迹 的 面积 。 胎 压 减 小 引起 轮胎 膨胀 率 下 降 ， 轮 胎 与 路 面 接触 的 面积 增 大 ， 在 低 摩擦 条 
件 下 提供 较 大 的 牵引 力 。 胎 压 减 小 后 轮胎 适应 障碍 物 外 形 能 力 增强 ， 与 障碍 物 接触 面积 增 
大 ， 有 助 于 扒 住 小 型 障碍 物 。 

例 36 前 轮 轮 胎 和 后 轮 轮胎 磨损 不 均 

多 数 车 辆 中 前 轮 轮 胎 和 后 轮 轮 胎 的 磨损 速度 不 同 。 前 轮 轮胎 ， 特 别 是 前 轮 驱 动车 辆 的 前 
轮 轮 胎 ， 比 后 轮 轮 胎 磨 损 快 。 因 此 建议 在 前 轮 轮 胎 磨 损 到 接近 磨损 标记 时 交换 前 、 后 车 轮 轮 
胎 ， 称 作 调 换 轮胎 。 


1.6 车 轮 和 轮 罗 


轮胎 装 在 轮 辆 上 并 充气 后 ， 称 作 车 轮 ， 车 轮 是 轮胎 和 轮轴 的 组 合 。 轮 罗 是 安装 轮胎 的 圆 
柱 形 零件 ， 多 数 乘 用 车 的 轮 畏 由 钢 或 其 他 金属 制 成 。 钢 制 轮 畏 通过 把 圆 盘 焊 接 在 框架 上 制 
成 ， 用 铝 、 镁 等 轻金属 制 成 的 轻型 合金 轮轴 也 很 普遍 。 图 1. 14 所 示 为 车 轮 上 几 个 最 重要 的 
尺寸 名 称 。 


























轮 罗 包括 两 个 主要 部 分 : 凸 缘 和 轮 辐 盘 。 凸 缘 是 断面 宽 
用 于 安装 轮胎 的 圆 环 或 加 套 ， 轮 辐 盘 或 称 中 心 板 是 用 于 < _ 胎 而 宽 


把 轮 攻 安装 到 轮 发 的 圆 盘 。 轮 辅 宽度 ， 又 称 作 盘 宽 ， 是 
指 从 一 边 凸 缘 上 胎 圈 座 内 侧 到 另 一 边 胎 圈 座 内 侧 的 距 


断面 高 









































离 。 四 缘 为 轮胎 提供 侧 向 文 撑 ， 每 个 凸 缘 有 两 个 胎 圈 座 
为 轮胎 提供 径 癌 支撑 。 两 个 胎 圈 座 之 间 的 收 紧 段 需要 有 
足够 的 宽度 和 深度 ， 以 便 在 轮 辆 上 安装 和 拆 印 胎 圈 座 。 网 
轮 贺 孔 或 称 气门 嘴 孔 是 轮 辆 上 容 放 轮胎 充气 气门 中 的 圆 中 心 线 -一 -一 -十 半 ------ 一 -- 下 
孔 或 槽 。 这 

常见 的 两 种 主要 的 轮 罗 形 状 包括 ; 

Q 深 槽 轮轴 (DC ) 。 

oo 

















@) 深 模 宽 轮 辐 (WDC)。 

深 槽 宽 轮 钢 有 时 会 有 一 个 环形 驼峰 ， 有 驼峰 的 深 权 
宽 轮 辆 称 作 驼峰 式 深 覃 宽 轮 玺 (WDCH) ， 图 1. 15 是 它 
们 的 纵 截面 示意 图 。 

深 槽 轮轴 通常 为 对 称 形状 ， 在 胎 圈 座 之 间 有 一 个 收 
紧 段 ， 设 置 该 收 紧 段 是 为 了 便于 安装 和 拆卸 轮胎 ， 其 胎 圈 座 有 大 约 5° 的 锥 角 。 深 槽 宽 轮 轴 
比 深 槽 轮 玺 略 宽 ， 用 于 安装 低 扁 平 比 的 轮胎 。 深 醒 宽 轮 加 的 收 紧 段 相 对 较 浅 ， 也 较 宽 。 现 在 
的 大 多 数 乘 用 车 装 的 是 深 覃 宽 轮轴 ， 有 的 深 槽 宽 轮 辆 上 在 胎 圈 座 之 后 制 有 一 圈 驼 峰 ， 驼 峰 可 
以 防止 胎 圈 滑脱 。 

图 1. 16 所 示 为 某 型 轮 罗 的 代号 及 其 含义 。 其 中 ， 偏 置 量 是 指 轮 罗 内 平面 与 其 中 心平 面 
的 距离 ， 轮 加 偏 置 量 可 以 是 负数 、 零 或 正 数 ， 轮 载 盘 在 中 心 线 外 侧 时 轮 罗 偏 置 量 为 正 数 。 

凸 缘 形 状 代码 表示 轮轴 与 轮胎 接触 部 分 的 形状 , 可 能 是 B、C、D、E、F、G、J、 可、 
JK 和 K。 通 常 ， 形 状 代码 随 名 义 轮 罗 宽 度 的 变化 而 变化 ， 但 是 相同 轮 罗 宽度 也 有 可 能 用 不 
同 的 轮 罗 形 状 。 图 1. 17 是 车 轮 与 轮轴 的 连接 示意 图 。 



























































图 1.14 和 车轮 及 其 尺寸 示意 图 
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图 1.15 DC、WDC 和 WDCH 轮 罗 及 其 几何 结构 示意 医 
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7 1/2 轮轴 宽 (in) 

J] 凸 缘 形 状 代 码 
15 轮 钢 直径 (in) 
55 偏 置 最 (mm) 
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3 季 圆 直径 (mm) 











图 1.16 轮 辆 代号 示例 图 1.17 车 轮 及 轮轴 的 连接 示意 图 





例 37 钢丝 辐 条 车 轮 

用 钢丝 连接 轮 罗 中 心 部 分 和 外 部 凸 缘 的 车 轮 称 作 钢 丝 辐 条 和 车轮， 或 简称 钢丝 车 轮 ， 上 面 
的 钢丝 称 作 辐 条 。 这 种 车 轮 多 应 用 在 老式 汽车 中 ， 高 性 能 汽车 出 于 安全 性 考虑 不 会 采用 钢丝 
车 轮 。 图 1. 18 所 示 为 两 个 钢丝 辐 条 车 轮 的 示例 。 

例 38 轻型 合金 轮轴 材 料 

金属 材料 是 制造 轮 畏 的 主要 材料 ， 但 是 ， 新 型 合成 材料 也 已 用 于 轮轴 制 造 。 合 成 材料 轮 
畏 通 常 是 由 玻璃 纤维 增强 的 热塑性 树脂 制 成 ， 主 要 是 为 了 减轻 质量 。 其 强度 和 耐 热 性 仍 需 要 
进一步 提高 ， 目 前 尚 不 能 取代 金属 轮 罗 。 

除了 钢 和 合成 材料 ， 铝 合金 、 镁 合金 和 钛 合金 等 轻型 合金 是 制造 轮轴 的 主要 材料 。 

铝 合金 在 质量 、 传 热 性 能 、 耐 腐蚀 性 、 易 于 铸造 、 抗 低温 性 能 和 易于 加 工 等 方面 都 适合 
于 制造 轮 鲍 。 镁 合金 比 铝 合金 轻 大 约 30% ,具有 优异 的 形状 稳定 性 和 抗 冲击 能 力 ， 但 是 镁 
合金 价格 较 贵 ， 主 要 用 于 豪华 汽车 或 赛车 ， 镁 合金 的 耐 腐蚀 性 也 没有 铝 合 金 好 。 匆 合金 强度 
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到 1.18 ”两 个 钢丝 辐 条 车 轮 示例 


比 铝 合金 和 镁 合金 高 很 多 ， 且 具有 非常 好 的 耐 腐蚀 性 。 但 是 铁合金 过 于 昂贵 ， 且 难于 加 工 。 
铝 合 金 轮 辆 、 镁 合金 轮 鲍 和 钢 制 轮 罗 的 差别 如 图 1. 19 所 示 ， 车 轮 弹跳 后 ， 质 量 较 轻 的 
比 质量 较 重 的 再 次 着 地 快 。 




















地 面 镁 合金 轮 加 铝 合金 轮 罗 多 制 办 
图 1.19 弹跳 后 再 次 着 地 时 铝 合金 轮 畏 、 镁 合金 轮 畏 和 钢 制 轮 畏 的 差别 

















例 39 备 胎 

公路 车 辆 通常 会 携带 一 个 已 经 安装 在 轮 辆 上 的 备 胎 ， 以 备 在 轮胎 漏 气 时 换 用 。 自 20 世 
纪 80 年 代 ， 一 些 汽 车 上 已 经 开始 配备 比 正 常 轮胎 尺寸 小 的 备 胎 ， 这 种 备 胎 称 作 甜 甜 圈 备 胎 
或 省 空间 备 胎 。 尽 管 这 种 小 备 胎 使 用 不 很 普遍 ， 但 是 它 的 确 能 够 节省 空间 、 减 轻 车 重 、 降 低 
造价 和 增加 续 行 里 程 。 这 种 小 备 胎 不 能 行驶 太 远 ， 也 不 能 行驶 得 太 快 。 

例 40 车 轮 的 历史 

大 约 5000 年 以 前 ， 中 东 地 区 的 人 们 发 明了 石头 和 木头 车 轮 并 开始 应 用 。 硬 质 车 轮 存在 
低 效率 的 问题 ， 如 牵引 性 差 、 摩 擦 力 低 、 乘 坐 颠 艇 、 负 荷 承载 能 力 低 等 。 

19 世纪 末 到 20 世纪 初 开 始 应 用 实心 橡胶 轮胎 和 有 内 胎 轮 胎 。 


1.7 车 辆 分 类 


道路 车 辆 通常 按照 车 辆 尺寸 和 车 轴 数 量 分 类 ， 尽 管 没 有 标准 和 通用 的 分 类 方法 ,但 是 仍 
然 存 在 以 下 是 几 种 重要 类 型 和 实用 分 类 。 


1.7.1 ISO 和 FHWA 分 类 


根据 IS03833 ， 道 路 车 辆 分 为 七 大 类 : 
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@ 摩托 车 。 

@) 乘 用 车 。 

@) 客车 。 

@ 货车 。 

@) 农用 拖拉 机 。 

@ 带 拖车 的 乘 用 车 。 一 

@ 货车 拖 挂 / 半 拖 挂 公路 列车 。 i 

联邦 公路 管理 局 (FHWA) 根据 车 辆 尺 一 
二 和 用 途 对 道路 车 辆 进行 分 类 ， 将 所 有 道路 
车 辆 分 为 如 下 13 类 (图 1.20): 

Q 摩托 车 : 接地 车 轮 不 多 于 三 个 的 有 座 
位 或 骑 行 座位 的 机 动车 辆 为 摩托 车 。 两 轮 摩 
托 车 、 踏 板 摩托 车 、 轻 便 摩托 车 、 助 力 自行 
车 、 三 轮 摩托 车 都 在 此 类 。 摩 托 车 通常 用 车 
把 转向 ， 但 也 有 例外 ， 图 1. 21 所 示 为 一 辆 三 
轮 摩托 车 。 

@ 乘 用 车 : 城镇 街道 汽车 ， 包 括 四 门 轿 
车 、 双 门 轿车 和 旅行 轿车 都 归 此 类 。 

@) 其 他 双 轴 、 四 轮 单车 架 车 辆 : 这 一 类 
车 辆 包括 所 有 不 是 乘 用 车 的 两 轴 、 四 轮 车 辆 。 
包括 皮卡 、 平 板 车 、 厢 式 车 、 野 营 车 、 旅 居 
车 、 救 护 车 、 灵 车 、 轻 型 客车 等 。 其 他 带 轻 
型 拖车 的 双 轴 、 四 轮 单车 架 车 辆 也 可 以 归 入 
此 类 ， 区 分 第 2 类 和 第 3 类 比较 困难 ， 所 以 
这 两 类 有 时 归 入 第 2 类 。 

@ 客车 : 能 够 载运 10 人 以 上 的 机 动车 
辆 称 作 客车 。 客 车 是 指 初始 生产 目的 即 为 载 
运 乘客 的 双 轴 、 六 轮 车 辆 ， 但 是 三 轴 或 多 于 
三 轴 的 客车 也 有 生产 。 

@) 双 轴 、 六 轮 单一 车 架 货 车 : 包括 货 
车 、 野 营 车 、 旅 居 车 和 机 动 房车 等 单一 车 架 、 
双 轴 四 后 轮 车 辆 。 

@) 三 轴 单 一 车 架 货 车 : 包括 货车 、 野 营 
车 、 旅 居 车 等 单一 车 架 、 三 轴 车 辆 。 图 1.20 FHWA 车 辆 分 类 

CO 四 轴 (或 以 上 ) 单一 车 架 货 车 : 包括 
所 有 四 轴 或 多 于 四 轴 的 单一 车 架 货 车 。 

@ 四 轴 (或 以 下 ) 带 一 节 拖 车 的 货车 : 包括 四 轴 或 少 于 四 轴 的 车 辆 ， 这 类 车 辆 包括 两 
节 车 架 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 或 动力 来 源 货车 。 

@) 带 一 节 拖 车 的 五 轴 货 车 : 五 轴 、 两 节 车 架 车 辆 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 。 
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@@ 带 一 节 拖 车 的 六 轴 (或 以 上 ) 货车 : 六 轴 或 多 于 六 轴 
的 两 节 车 架 车 辆 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 。 

四 带 多 节 拖车 的 五 轴 (或 以 下 ) 货车 : 五 轴 或 少 于 五 轴 
的 含 三 节 或 三 节 以 上 车 架 的 车 辆 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 。 

@@ 带 多 节 拖车 的 六 轴 货 车 : 六 轴 的 含 三 节 或 三 节 以 上 车 
架 的 车 辆 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 。 

国 带 多 节 拖车 的 七 轴 (或 以 上 ) 货车 : 七 轴 或 多 于 七 轴 
的 含 三 节 或 三 节 以 上 车 架 的 车 辆 ， 其 中 一 节 是 牵引 车 。 

第 6 类 至 第 13 类 又 统称 为 货车 ， 货 车 是 指 初始 生产 用 途 图 1.21 三 轮 摩 托 车 
为 运输 货物 的 车 辆 。 


1.7.2 乘 用 车 分 类 


乘 用 车 是 初始 设计 用 途 为 载运 量 不 超过 十 人 的 机 动车 辆 。 汽 车 可 以 按照 尺寸 和 质量 分 
类 ， 按 照 尺 寸 分 类 即 根 据 轴 距 分 类 ， 轴 距 是 指 前 、 后 车 轴 之 间 的 距离 。 按 照 质量 分 类 即 根据 
整备 质量 分 类 ， 整 备 质量 是 指 汽车 的 标准 配置 质量 ， 即 加 满 燃油 和 其 他 车 用 液体 ， 但 不 包括 
货物 负荷 、 人 员 和 货物 的 质量 。 分 类 前 根据 四 舍 五 人 原则 ， 轴 距 向 英寸 (in) 圆 整 ,整备 质 
量 向 50kg 圆 整 。 

按 尺寸 分 类 时 ， 乘 用 车 可 以 分 为 小 型 汽车 、 中 型 汽车 和 大 型 汽车 。 小 型 汽车 的 轴 距 小 于 
99in (2. 5m) ， 中 型 汽车 的 轴 距 介 于 100 ~ 109in 之 间 (2.5 ~2.8m)， 大 型 汽车 的 轴 距 大 于 
110in (2. 8m) ， 每 一 类 还 可 以 继续 细 分 。 

按 质 量 分 类 时 ， 乘 用 车 可 以 分 为 轻型 汽车 、 中 型 汽车 和 重型 汽车 。 轻 型 汽车 的 整备 质量 
小 于 1100kg， 中 型 汽车 的 整备 质量 小 于 1550kg、 大 于 1150kg， 重 型 汽车 的 整备 质量 大 于 
1600kg， 每 一 类 还 可 以 继续 细 分 。 

从 动力 学 方面 考虑 ， 乘 用 车 可 以 根据 莽 架 、 发 动机 、 动 力 传 动 系 布局 、 质 量 分 配 类 型 或 
其 他 影响 动力 学 的 参数 进行 分 类 。 但 是 在 市 场 上 ， 乘 用 车 通常 根据 乘员 数量 和 装载 能 力 有 如 
下 几 种 类 型 名 称 。 

人 经 济 型 。 

@) 紧凑 型 。 

@) 中 级 车 。 

@ 标准 尺寸 。 

@) 全 尺寸 。 

(@) 高 级 豪华 车 。 

Q@ 高 级 敞 笑 车 。 

(8) 敞篷 车 。 

@ 小 型 厢 式 车 (Minivan，MPV) 。 

d0 中 型 车 。 

@ 运动 多 用 途 车 (SUV ) 。 

乘 用 车 也 可 以 根据 尺寸 和 外 形 分 类 ， 当 然 ， 这 种 分 类 方法 标准 不 清晰 ， 很 多 车 辆 会 难于 
归 到 某 一 类 。 同 时 ， 并 不 是 所 有 的 汽车 在 所 有 的 国家 都 销售 ， 因 此 有 时 同一 类 汽车 在 不 同 的 
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国家 有 不 同 的 名 字 。 常 见 的 车 辆 按 外 形 可 以 大 致 分 为 四 门 轿车 、 双 门 轿车 、 敞 篷车 、 小 型 厢 
式 车 / 厢 式 车 、 旅 行车 和 SUV。 

四 门 轿车 是 指 有 四 个 车 门 的 车 身 构 型 和 传统 行李 箱 的 汽车 。 

双 门 轿车 是 指 只 有 两 个 车 门 的 轿车 。 

滑 笑 车 是 指 有 打开 式 或 伸缩 式 车 顶 的 乘 用 车 。 

小 型 厢 式 车 / 厢 式 车 通常 指 具 有 厢 式 车 身 、 封 闭 货舱 或 乘员 区 域 的 车 辆 。 根 据 质量 区 分 ， 
厢 式 车 总 质量 应 小 于 4500kg。 根 据 封闭 货舱 或 乘员 区 域 的 大 小 、 发 动机 舱 和 车 厢 形 状 区 分 ， 
可 以 分 为 微型 、 小 型 、 中 型 、 全 尺寸 和 大 型 厢 式 车 。 厢 式 车 的 细 分 与 SUV 的 细 分 标准 相同 。 

旅行 车 是 指 车 顶 轮廓 向 后 延伸 超过 后 车 门 与 行李 箱 成 为 一 体 的 轿车 。 

SUV (Sport Utility Vehicle) 是 指 具 有 越野 能 力 、 载 运 不 超过 十 人 的 一 种 多 用 途 车 辆 。 
多 数 SUV 为 四 轮 驱动 ， 同 时 离 地 间隙 较 大 。SUV 可 以 分 为 微型 、 小 型 、 中 型 、 全 尺寸 和 大 
型 SUV 五 类 。 

微型 SUV 的 轴 距 小 于 或 等 于 88in (224cm) ， 典 型 微型 SUV 是 离 地 间隙 较 高 和 越野 性 能 
加 强 的 微型 轿车 。 小 型 SUV 的 轴 距 大 于 88in (224cm) ， 总 宽度 小 于 66in (168cm ) ， Ce 型 
SUV 是 长 度 较 短 和 宽度 较 窗 的 4 x4 多 用 途 车 辆 。 中 型 SUV 的 轴 距 大 于 88in (224cm ) ， 
宽度 大 于 66in (168cm) ， 但 小 于 75in (190cm) ， 中 型 SUV 是 在 缩短 了 的 皮卡 底盘 基础 上 设 
计 的 4 x4 多 用 途 车 辆 。 全 尺寸 SUV 的 轴 距 大 于 88in (224cm) ， 总 宽度 在 75in (190cm) 和 
80in (203cm) 之 间 ， 全 尺寸 SUV 是 底盘 比 皮卡 增 大 了 的 4 x4 多 用 途 车 辆 。 大 型 SUV 的 轴 
距 大 于 88in (224cm) ， 总 宽度 0 Wm (203cm) 。 

由 于 四 轮 驱 动车 辆 具备 优越 ， 车 辆 生产 三 家 倾向 于 在 更 多 车 型 上 应 用 四 轮 驱 动 技 
术 ， 所 以 四 轮 驱 动 技术 不 再 由 SUV we 

总 质量 是 指 车 辆 生产 三 标定 的 车 辆 的 最 大 质量 ， 总 质量 包括 底盘 、 车 身 、 发 动机 、 车 用 
液体 、 燃 油 、 附 件 、 驾 驶 人、 乘客 和 货 


1.8 小 结 


图 1. 22 给 出 的 某 轮胎 的 尺寸 和 性 能 代码 ， 其 定义 和 解释 如 下 : 
P 表示 乘 用 车 ; 215 是 承载 后 的 轮胎 宽 , 单位 mm; 60 是 P 215/60R15 96 H 


h a i 台 尺 寸 示 
轮胎 扁平 比 ，sr = 下 x100， 是 用 百分数 表示 的 轮胎 断面 高 与 。 ”图 上 和 转 及 民生 不全 
T 


断面 宽 的 比值 ，R 表示 子午 线 轮胎 ;15 是 轮胎 设计 安装 的 轮 儿 直径， 单位 in; 96 是 负荷 指 
数 ，H 是 速度 等 级 代码 。 

道路 车 辆 通常 按照 车 辆 尺寸 和 车 轴 数 量 分 类 ， 没 有 标准 和 通用 的 分 类 方法 ，ISO 和 FH- 
WA 提供 了 北美 应 用 的 两 种 重要 分 类 。 

根据 ISO03833 ， 道 路 车 辆 分 为 七 大 类 : 

GD 摩托 车 。 

@) 乘 用 车 。 

@) 客车 。 

四 货车 。 

@) 农用 拖拉 机 。 
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@) 带 拖车 的 乘 用 车 。 

CO 货车 拖 挂 / 半 拖 挂 公路 列车 。 

FHWA 把 所 有 道路 车 辆 分 为 如 下 13 类 : 

人 摩托 车 。 

@ 乘 用 车 ， 包 括 带 单 轴 或 双 轴 拖车 的 乘 用 车 。 
@) 其 他 两 轴 车 辆 ， 包 括 皮 卡 、 厢 式 车 和 带 单 轴 或 双 轴 拖车 的 厢 式 车 。 
J 客车。 

@) 双 轴 ， 六 轮 单 一 车 架 货 

@ 三 轴 单 一 车 架 货 车 。 

Q@ 单一 车 架 的 四 轴 (或 以 上 ) 货车 。 

@@ 带 一 节 拖 车 的 四 轴 (或 以 下 ) 货车 。 

G@) 带 一 节 拖 车 的 五 轴 货 车 。 

dd 带 一 节 拖 车 的 六 轴 (或 以 上 ) 货车 。 

DT 带 多 节 拖 车 的 五 轴 (或 以 下 ) 货车 。 

@3 带 多 节 拖 车 的 六 轴 货 车 。 

(3 带 多 节 拖 车 的 七 轴 (或 以 上 ) 货车 。 








1.9 主要 符号 



























































Ap 轮胎 接地 印迹 面积 p 轮胎 充气 压力 
B 斜 交 帘 布 层 轮 胎 P 乘 用 车 

万 轮胎 直径 R 子午 线 轮 胎 
万 斜纹 型 轮胎 st 轮胎 扁平 比 
DC 深 槽 轮轴 ST 专用 拖车 
DOT 交通 部 T 临时 备用 胎 
FHWH 联邦 公路 管理 局 2 滑 胎 速度 
hr 断面 高 VD, 车 辆 前 进 速 度 
H 速度 等 级 wr 轮胎 断面 宽 
WDCH 驼峰 式 座 槽 宽 轮 罗 WDC 深 槽 宽 轮 芋 
M&S 泥 学 和 雪 地 

习 题 


1. 轮胎 尺寸 代码 

解释 下 面 轮胎 代码 的 含义 ， 

(a) 10.00R20 14 (GC) (b) 18.4 R46  (¢c) 480/80R46155A8 (d) 18.4 -38 (10) 
(e) 76 x50. 00B32 = 1250/45B32 ({) LT255/85B16 (g) 33x12.50R15LT 

2. 轮胎 高 和 轮胎 直径 

对 于 下 面 的 轮胎 ， 求 轮胎 高 和 轮胎 直径 。 

(a) 480/80R46 155A8 ~ (b) P215/65R15 96H 
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3. 支 加 1 定 则 
将 下 面 轮胎 的 轮轴 直径 加 1， 确定 新 轮 辆 尺寸 下 的 轮胎 。 
(a) P215/65R15 96H (b) P215/60R15 96H 
4. 女 轮胎 胎 圈 问题 
试 说 明 轮 胎 胎 圈 太 紧 或 太 松 可 能 会 带 来 什么 问题 。 
5. Porsche911turbo 的 轮胎 
Porsche 911turbo 车 型 用 下 面 的 轮胎 
前 胎 : 235/35ZR19 后 胎 : 305/30ZR19 
确定 并 比较 前 、 后 轮胎 的 hm 和 也。 
6. Porsche Cayenne turbo 的 轮胎 
Porsche Cayenne turbo 全 轮 驱 动车 型 用 下 面 的 轮胎 
255/55R18 
当 该 车 以 其 最 大 速度 v=275km/h 行驶 时 ， 轮 胎 的 角速度 是 多 少 ? 
7. Pininfarina 生产 的 Ferrari P 4/5 上 的 轮胎 
Pininfarina 生产 的 Ferrari P 4/5 是 一 款 后 轮 驱 动 运动 型 汽车 ; 所 用 轮胎 为 
前 胎 : 255/35ZR20 后 胎 : 335/30ZR20 
当 该 车 以 其 最 大 速度 v=362km/h 行驶 时 ， 轮 胎 的 角速度 是 多 少 ? 
8. Mercedes - Benz SLR 722 Edition 上 的 轮胎 
Mercedes - Benz SLR 722 Edition 车 型 所 用 轮胎 为 
前 胎 : 255/35R19 后 胎 : 295/30R19 
如 果 该 车 后 轮 轮胎 的 角速度 为 














w =2000r/min 
汽车 的 车 速 是 多 少 ? 在 此 车 速 下 ， 前 轮 轮胎 的 角速度 是 多 少 ? 
9. Chevrolet Covette Z06 上 的 轮胎 
Chevrolet Covette Z06 车 型 所 用 轮胎 为 
前 胎 : 275/35ZR18 后 胎 : 325/30ZR19 
如 果 该 汽车 后 轮 轮 胎 的 角速度 为 
w =2000r/min 
汽车 的 车 速 是 多 少 ? 在 此 车 速 下 ， 前 轮 轮胎 的 角速度 是 多 少 ? 
10. Koenigsegg CCX 上 的 轮胎 
Koenigsegg CCX 是 一 球 运 动 型 汽车 ， 所 用 轮胎 为 
前 胎 : 255/35R19 ”后 胎 : 335/30R20 
该 车 前 后 轮胎 的 角速度 之 比 是 多 少 ? 
11. 车 速 测量 
假设 车 辆 速度 表 显 示 的 车 速 与 车 轮转 速成 正比 ， 轮 胎 是 新 轮胎 时 速度 表 准 确 ， 轮 胎 规 格 为 
前 胎 : 255/35R19 
1) 汽车 在 以 100kmvh 的 速度 行驶 时 ， 前 轮 轮胎 的 角速度 是 多 少 ? 
2) 轮胎 胎 面 磨损 导致 轮胎 半径 减 小 了 5% 后 ， 轮 胎 的 角速度 应 为 多 少 ? 
3) 假设 把 轮胎 换 成 规格 为 335/30 R20 的 轮胎 ， 速 度 表 刻度 不 变 ， 以 100km/h 的 速度 
行驶 时 ， 速 度 表 显示 速度 是 多 少 ? 
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2 正 向 车 辆 动力 学 





本 章 讨论 理想 刚性 车 辆 的 直线 行驶 问题 ， 忽 上 略 空气 摩擦 力 影响 ， 考 察 轮胎 之 下 载 集 的 变 
化 ， 从 而 确定 车 辆 的 行驶 加 速度 、 道 路 坡度 和 运动 学 性 能 的 极限 。 


2.1 水 平 路 面 上 停放 的 汽车 
汽车 停放 在 水 平 路 面 时 ， 总 法 向 力 为 ,， 作 用 在 前 后 各 个 车 轮 上 的 法 向 力 ,、F, 分别 


为 
1 02 
PF, ImET (2.1) 
1 Ql 
人 ET (2.2) 
式 中 , a 是 从 车 辆 质心 到 前 轴 的 距离 ; o 是 从 车 辆 质心 到 后 轴 的 距离 ，1 是 轴 距 。 
[=al +a; (2.3) 


证 明 : 假设 如 图 2.1 所 示 的 一 辆 纵向 对 称 的 汽车 ， 该 车 可 以 作为 两 轴 车 辆 来 建 模 。 对 称 

的 两 轴 车 辆 相当 于 一 个 有 两 个 支点 的 刚性 梁 ， 作 用 在 前 轮 和 后 轮 的 垂直 力 能 够 通过 平面 静态 
平衡 方程 式 计算 。 

> =0 (2.4) 

> Mi =0 (2.5) 























到 2.1 停放 在 水 平 路 面 的 汽车 








应 用 平衡 方程 式 
2F, +2F, -mg=0 (2.6) 
-2F, ul +2F, a, =0 (2.7) 


得 到 前 后 轮胎 下 的 反作用 力 。 
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1 Q2 
《a 本 2"8 (ai +ao2 ) 
有 2 
= Fm8 了 (2.8) 
F A 
;= 8 天 一 人 
和 8 (oo 
=mg (2.9) 


例 41 车 轮 下 面 的 反作用 力 
辆 兰博基尼 迪 亚 波 罗 汽 车 质量 为 1576kg， 其 质心 C 位 于 前 轮 中 心 线 后 108. 65cm， 该 
车 轴 距 为 265cm。 




















dj =1.086m 1=2.65m m=1576kg (2. 10) 

单个 前 轮 下 面 的 作用 力 为 
PF, =3mg 时 = 广 x1576 x9. 81 x (2.65 -1.086)/2.65 =4560.9N (2. 11) 

单个 后 轮 下 面 的 作用 力 为 
PF, = 了 mg = 地 x 1576 x9. 81 x1.086/2.65 =3169. 4N (2. 12) 




















前 /后 轴 载 荷 分 配 通 常 作 为 报告 数值 用 于 确定 车 辆 的 质心 位 置 ， 兰 博 基 尼 迪 亚 波 罗 汽 车 
的 前 /后 轴 载 荷 分 配 为 59/41% 。 

例 42 质心 位 置 

式 (2.1) 和 式 (2.2) 可 以 用 于 计算 车 辆 的 质心 位 置 。 




















a = hs = 网 (2. 13) 
轴 距 为 1=2.65m， 水 平 停放 的 汽车 前 后 车 轮 下 的 反作用 力 为 
a =4560.9N a =3109. 4N (2. 14 ) 
因此 ， 汽 车 质心 的 纵向 位 置 是 
21 2. 65 
aij a =2 5304560.9 +3169 4) x3169.4=1.086m (2. 15) 
21 2. 65 
a Be =2 304560.9 +3169 4) x4560.9=1.563m (2. 16) 


例 43 确定 纵向 质心 位 置 

质心 C 的 位 置 可 以 通过 实验 方法 确定 ， 确 定 纵 向 质心 位 置 时 需要 测 出 整 车 质量 ,以 及 
前 轮 或 后 轮 受 的 地 面 反 作用 力 。 图 2. 2 所 示 是 测试 车 辆 前 轮 所 受 地 面 反作用 力 的 情况 。 

假设 汽车 前 轮 所 受 地 面 反 作用 力 为 2F, ， 质 心 位 置 可 以 通过 静 平 衡 条件 计 算 获 得 。 


>F.=0 SM,=0 (2. 17) 








建立 平衡 方程 
2F, +2F, -mg=0 -2F, a +2F, a =0 (2. 18) 
联 立 方程 式 可 以 获得 车 辆 的 纵向 质心 位 置 和 后 轮 受 到 的 地 面 反作用 力 。 
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面 。 





























到 2.2 前 轮 下 作用 力 的 测量 





-2 
= 


al 





2F., 
F, =— (mg-2F,)=l1-—” (2. 19) 
mg ， mg 


F, =3(mg -2F, ) (2. 20) 
例 44 确定 横向 质心 位 置 
大 多 数 汽车 的 质量 沿 其 纵向 中 心 面 大 致 对 称 分 配 ， 因 此 ， 横 向 质心 位 置 接近 纵向 中 心 
横向 质心 位 置 可 以 通过 测量 汽车 一 侧 的 质量 后 计算 获得 ， 需 要 注意 的 是 ， 尽 管 汽车 的 左 














侧 和 右 侧 基本 对 称 ， 其 前 后 却 并 不 是 对 称 的 ， 在 其 前 部 和 后 部 之 间 的 质量 分 配 不 对 等 。 因 


此 ， 
析 。 














当 在 汽车 左 侧 和 右 侧 测量 质量 时 ， 在 前 部 测量 和 在 后 部 测量 结果 明显 不 同 ， 应 该 区 别 分 

















以 兰博基尼 迪 亚 波 罗 汽 车 为 例 ， 其 整 车 质量 为 1376kg， 前 后 载荷 分 布 比 为 $9[41% 。 假 


设 在 汽车 前 部 测量 其 左 侧 和 右 侧 质量 相差 4% ， 这 种 载荷 分 配 表明 汽车 前 部 质量 为 


2F, =0. 59 x1576g =9121.7N (2. 21) 
如 图 2.3 所 示 ， 定 义 左右 两 侧 轮胎 所 受 垂 向 支撑 力 分 别 为 已 和, ， 又 设 汽车 左 侧 比 右 


侧重 4% ， 则 
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有 =0.52 x2F, =0.52 x9121.7 =4743. 3N 
F, =0.48 x2F, =0.48 x9121.7 =4378.4N 
该 车 前 后 轮 距 分 别 为 
wr =1540mm w. =1640mm 
则 
bi =0.48 xwr =0.48 x1540 =739.2mm 
b, =0.52 xwr =0. 52 x1540 = 800. 8mm 
确定 质心 的 准确 位 置 需要 同时 测量 所 有 轮胎 所 受 的 垂 向 支撑 力 。 
例 45 确定 质心 高 度 


(2. 22) 
(2. 23) 


(2. 24) 


(2. 25) 
(2. 26) 


确定 质心 C 的 高 度 ， 需 要 测量 汽车 在 斜面 上 其 前 轮 或 后 轮 所 受到 的 地 面 支 撑 力 。 实 验 
测量 时 ， 采 用 如 图 2. 4 所 示 的 设备 。 汽 车 水 平 停放 ， 前 轮 置 于 千斤 项 上 并 被 制 动 固定 ， 后 轮 





可 自由 转动 。 通 过 测 力 计 测 量 千斤 项 项 起 前 轮 需 要 施加 的 垂 向 力 。 


R) sing 











图 2.4 通过 测量 车 轮 所 受 的 支撑 力 确 定 质 心 高 度 





假设 纵向 质心 位 置 已 知 ,千斤 项 项 起 后 汽车 与 水 平面 的 夹 角 为 $5， 倾角 中 可 以 用 水 平 仪 
测量 。 如 果 测 量 得 到 的 前 轮 下 的 支撑 力 为 2F, ， 则 质心 高 度 可 以 通过 静态 平衡 条 件 计算 获 


得 。 
>F.=0 DSM,=0 
应 用 平衡 方程 
2F, +2F, -mg=0 
-2F, (aicosb + (h—R)sing) +2F, (ascosb - (h—-R)sing) =0 
求解 获得 质心 的 垂 向 位 置 和 后 轮 上 受到 的 地 面 反 作用 力 。 





1 
Ff, = 75mg -PF, 


(2. 27) 


(2. 28) 
(2. 29) 


(2. 30) 
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F, (Rsing + al cos$) +F, (Rsing - wzcos 中 ) 
下 三 1 2 
0. 5megsing 





a Fs -a Fs 2F, 
=R- Oe i =R+ [ -je (2. 31 ) 
以 上 计算 中 包括 三 个 主要 的 假设 条 件 : 
Qa 假设 轮胎 是 半径 为 R 的 刚性 圆 盘 。 
@ 忽略 燃油 、 冷 却 液 、 润 滑 油 等 液体 流动 的 影响 。 
@ 假设 悬 架 位 置 变化 为 零 。 
基 架 位 置 变化 对 质心 高 度 确定 误差 的 产生 影响 最 大 ， 为 了 避免 悬 架 位 置 变 化 ， 可 以 采用 
刚性 支 杆 蔡 换 减 振 器 以 锁 住 悬 架 系统 ， 并 使 汽车 保持 在 相应 的 车 号 离 地 高 度 。 
设 某 汽车 经 测定 参数 如 下 : 
m=1567kg 2F, =10450N 
中 =30?" 一 0. 4236rad (2.32 ) 
al =108.6cm ”1=265cem ”轮胎 .245/40ZR17 





轮胎 半径 为 

R=30cm (2. 33) 
则 汽车 质心 高 度 为 

h =65.2em (2. 34) 


例 46 前 后 轮胎 不 同 的 情况 

根据 实际 情况 不 同 ， 有 时 车 辆 前 轴 和 后 轴 需 要 选用 不 同类 型 的 轮胎 和 和 车轮 。 当 某 一 左右 
对 称 车 辆 的 纵向 质心 位 置 确定 后 ， 可 以 通过 测量 单个 轴 上 的 负载 确定 质心 高 度 。 以 图 2.5 所 
示 的 摩托 车 为 例 ， 该 车 前 后 车 轮 使 用 了 不 同 的 轮胎 。 


[<— (h—Rr)sing 























到 2.5 前 后 轮胎 不 同 的 摩托 车 
假设 已 知 该 摩托 车 前 轮 所 受 支 撑 力 忆 ， 质 心 C 的 高 度 可 以 通过 建立 各 力 对 前 轮 轮 胎 接 
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地 印迹 的 力矩 平衡 方程 获得 。 
Fr 上 
h=R,+ ( -人 jd- 也 (R,—R') (2. 35) 
mg mg 


前 后 轮胎 不 同 的 四 轮 车 辆 的 求解 公式 为 








2F 2F, 
h=R.+ [ 2 sad -一 (R -RD) (2. 36) 
mg mg 
例 47” 超 静 定 情况 
轴 数 超过 3 个 的 车 辆 为 超 静 定 结构 ， 确 定 各 轮胎 上 的 垂 向 支撑 时 力 需 要 已 知 轮胎 的 力学 
性 能 和 轮胎 的 状态 ， 如 轮胎 中 心 的 变形 情况 以 及 垂直 刚度 等 。 
2.2 倾斜 路 面 上 停放 的 汽车 


乘 用 车 通常 配置 有 后 轮 驻 车 制动器 ， 当 汽车 停放 在 如 图 2. 6 所 示 的 倾斜 路 面 上 时 ， 其 法 
向 力 P.， 分 配 到 其 前 后 车 轮 下 为 P_ 和 F.。 








_1 02 1 h. 
Ff, = 让 TS J cos 由 Im8 7 sing (2. 37) 
_1 Ql 1 A 
Ff, = Fm8 cos 由 十 Fm8 7 sing (2.38) 
[=al +ay 
制 动 力 ,为 
1 s 
he = 7 mesing (2.39) 


式 中 ,9 为 路 面 与 水 平面 的 夹 朋 。 水 平面 方向 与 重力 加 速度 g 的 方向 正 交 。 











到 2.6 汽车 停放 在 倾斜 路 面 上 








证 明 : 分 析 图 2.6 中 的 汽车 ,假设 驻 车 制 动 絮 的 力 只 作用 在 后 轮 上 ， 即 其 前 轮转 动 自 
由 。 应 用 平面 静态 平衡 方程 有 
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Sr,=0 (2. 40) 
DF.=0 (2.41) 
> M =0 (2.42) 
进而 有 

27 —mgsing =0 (2. 43) 
2F, +2F, -mgcos =0 (2.44) 
-2F, al +2F, a -2F,, h=0 (2.45) 

上 述 方程 可 以 求解 制 动 力 和 前 后 轮胎 上 受到 的 地 面 反 作用 力 。 
F, = Fmg Peosd ~ Fmg Vsing (2. 46) 

1 1 h . 

F, = Fmg cosb + mg 7 sing (2.47) 
F,, = Fmgsing (2.48) 


例 48 倾 翻 角 

当中 =0 时 , 式 (2.37) 和 式 (2.38) 简化 为 式 (2.1) 和 式 (2.2) ， 随 着 倾斜 角 由 的 
增 大 ， 汽 车 前 轮 轮 胎 所 受 地 面 的 法 向 支撑 力 逐 渐 减 小 。 当 重力 矢量 mg 通过 后 轮 轮胎 与 地 面 
的 接触 点 时 ， 由 值 达 到 极限 ， 该 极限 角度 称 作 倾 翻 角 ， 用 $i 表示 。 

=r 时， =0， 因 此 





9 
tang = 大 (2. 49 ) 


例 49 极限 倾斜 角 

路 面 倾斜 角 增 大 时 ， 汽 车 所 需 制 动力 ,也 随 之 增 大 ， 因 为 ,等 于 轮胎 与 地 面 之 间 的 摩 
擦 力 ， 其 极限 值 取决 于 轮胎 和 路 面条 件 。 路 面 倾斜 角 增 大 到 某 一 极限 倾斜 角 $y 时 ， 制 动力 
,也 达到 峰值 而 不 能 再 增 大 。 在 汽车 处 于 该 极限 倾斜 角 时 ， 所 需 制 动 力 ,与 后 轮 受 到 的 法 
向 力 F, 成 正比 。 





PF, = PF, (2. 50) 

式 中 ,为 后 轮 轮 胎 与 地 面 之 间 在 x 方向 的 摩擦 系数 。 

由 = 时, 式 (2.43) ~ 式 (2.45) 简化 为 
2 FP, -mgsinby =0 (2. 51) 
2F, +2F, -mgcosbu =0 (2. 52) 
-2F, al +2F, a -220%, Fs, =0 (2. 53 ) 
求解 方程 可 得 

F, = Fmg Zcosgy 一 Fmg 了 ing (2. 54) 


| (2. 55) 
m= FME Tby + Fm Tsinby 
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tanby = 7 五 
上 述 推 导 表 明 ， 摩 擦 系数 久 , ， 最 大 倾斜 角 或 极限 倾斜 角 $y 和 
关联 ， 降 低 质心 高 度 h 可 以 得 到 较 大 的 极限 倾斜 角 $y 。 
某 汽 车 参数 如 下 





(2. 56) 


质心 C 的 几何 位 置 之 间 相互 


Ls =1 al =110cm 1/ =230cm 几 =33cm (2.57) 

其 极限 倾斜 角 为 
pu ~=0.514rad~29. 43° (2.58) 

例 50 前 轮 制 动 


当 汽 车 前 轮作 为 制 动 轮 时 ，F, =0， 且 Ff 关 0。 这 种 情况 下 ,， 式 (2.41) 和 式 (2. 42) 


2F, -mgsing =0 
2F, +2F, -mgcosb =0 
-2F, al +2F, a -2F, h =0 

















求解 方程 可 得 制 动 力 FR, 和 前 、 后 车 轮 轮胎 受到 的 反作用 力 。 
F, = Tmg © a m8 Vsing 
_1 al 1 h. 
F, = 7 mg 7 ob + Fm8 -7 sing 
Ff, = Smgsing 
当 倾斜 角 达 到 极限 倾斜 角 ， 即 由 = $y 时， 将 有 
FP, 二 人 si ps 
因此 
24, Fs, ~-mgsinby =0 
2F, +2F, -mgcosby =0 
2F, a -2F, a + Fh =0 
上 述 方程 求解 可 得 
1 1 h . 
F, = FmE 了 cosdw - Fm8 了 了 sin 和 
1 1 h. 
F, = Fm8 cosbu + Fm8 了 了 sin 
22 Kx 
tandw = Tp h 


(2. 59) 
(2. 60) 
(2. 61) 


(2. 62 ) 


(2. 63 ) 


(2. 64) 


(2. 65 ) 


(2. 66) 


(2. 67) 
(2. 68) 


(2. 69 ) 


(2. 70) 


(2.71) 


将 式 (2.71) 中 前 轮 制 动 时 的 极限 倾斜 角 记 为 gw ， 式 〈2.56) 中 后 轮 制 动 时 的 极限 倾 


斜 角 为 yw ， 比 较 py 和 gw 有 
pu, 0 Ha (1 -1,, h) 


Pu, U1 Kx, (Ll -Hx h) 








假设 前 、 后 车 轮 轮胎 相同 ， 即 


(2.72) 
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Lx, = 人 (2.73) 
则 有 

by a 

0 (2.74) 


因此 ， 如 果 a, <al， 则 有 bw < $y ， 表 明 汽 车 车 头 向 上 在 斜坡 上 制 动 停放 时 ， 后 轮 制 








动 比 前 轮 制 动 更 有 效 ， 前 提 是 by 要 小 于 车 辆 的 倾 翻 角 ， 既 $y, <arctan 呈 。 车 辆 处 于 倾 翻 角 


位 置 时 ， 甚 重力 矢量 通过 后 轮 轮胎 与 地 面 的 接触 点 。 

同 理 ， 汽 车 车 头 向 下 在 斜坡 上 制 动 停放 时 ， 前 轮 制 动 比 后 轮 制 动 更 有 效 。 

例 51 四 轮 制 动 

假设 某 汽车 采用 四 轮 制 动 ， 以 车 头 向 上 停放 在 斜坡 上 ， 如 图 2. 7 所 示 。 这 时 会 存在 两 个 
前 轮 制 动 力 FP 和 两 个 后 轮 制 动力 FP 。 

















图 2.7 四 轮 制 动 ， 车 头 向 上 停放 在 倾斜 路 面 上 的 汽车 

















该 车 的 平衡 方程 为 
2F, +2F, -mgsing =0 (2.75) 
2F, +2F, —mgcosgb =0 (2.76) 
-2F, al +2F, ao - (2F, +2F, )h=0 (2.77) 
求解 上 述 方 程 可 以 获得 前 轮 和 后 轮 上 作用 的 制 动 力 及 地 面 支撑 反作用 力 。 
F, = Fmg 了 cos Fmg Vsing (2.78) 
F, = Fmg cosg + Fmg sin (2. 79 ) 
er A =3mgsing (2. 80) 
斜坡 角度 达到 车 辆 极限 倾斜 角 时 ， 即 $ = $y 时 ， 所 有 车 轮 开 始 同时 打滑 ， 因 此 有 
hs 二 人 Fs a =K, La (2. 81) 
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整理 平衡 方程 得 
2 Fs + 2 Ps, 一 mgsinbw =0 
2F, +2F, -mgcosby =0 
-2F, al +2F, a - (2 Fs +2U Fs)h=0 
设 
Ls, = = 
则 可 得 


a> 


1 1 h . 
Ff. = Fm8 了 cos 和 w -Fmg 了 了 sin 和 


本 lo hs 
人 = mg 7 cos 和 w 二 Fmg 7 sin$u 


tandw = 


2.3 ”水平 路 面 上 加 速 的 汽车 


(2. 82) 
(2. 83) 
(2. 84) 


(2. 85) 


(2. 86) 


(2. 87) 


(2. 88) 


如 图 2.8 所 示 ， 汽 车 在 水 平 路 面 上 以 加 速度 行驶 时 ， 其 前 轮 和 后 轮 上 受到 的 垂 向 力 为 








1 a 1 h 

F, =Fm8 7 -Fma 7 
_1 a 1 h 
PF, = 7 mg 7 +F ma 


(2. 89) 


(2. 90) 


两 式 中 第 一 项 ， >mg 他 和 了 mg 呈 称 作法 向 力 的 静态 部 分 ， 第 二 项 + 地 ma 二 称 作法 向 





2 
力 的 动态 部 分 。 

















图 2.8 水 平 路 面 上 加 速 行驶 的 汽车 





证 明 : 设 汽车 为 一 刚体 ， 在 水 平 路 面 行驶 ， 各 轮胎 接地 印迹 处 的 力 可 以 分 解 为 一 个 法 向 
力 和 一 个 纵向 力 。 在 x 方向 建立 牛顿 运动 方程 ， 在 y 方向 和 z 方 向 建立 项 平衡 方程 ， 可 得 该 


加 速 行 驶 汽车 的 运动 方程 。 
> FF = ma 
> 已 =0 
> Mi =0 





(2.91) 
(2.92) 
(2.93) 
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展开 后 可 以 得 到 三 个 方程 ， 含 有 四 个 未 知 量 ， 即 FR ,FF 和 FF,。 











2F, +2F,, =ma (2.94) 
2F, +2F, -mg=0 (2.95) 
-2F, al +2F, a -2(PF, +F,,)h=0 (2. 96) 
通过 消 掉 式 (2.94) 和 式 (2.96) 中 的 (Ff, + 了 ,,) 求解 得 到 法 向 力 Ff, 和,。 
_1 a 1 h 

Fs = (Pt+t (Ph, )am = Fm 1 2 ma 1 (2. 97 ) 
F, = (F,)n+(F, )an = mg + (2. 98) 

229 22 /st 2 /dyn 一 7 "8 1 2 ma 1 . 

其 静态 部 分 为 

(8, ) a = me (2. 99) 

21 st NE 1 ; 

1 Ql 

(Ps) = 3 mE (2. 100) 


体现 汽车 静止 时 重力 在 前 轮 和 后 轮 上 的 分 配 ， 这 种 分 配 取 决 于 质心 在 水 平方 向 上 的 位 
置 。 动 态 部 分 为 


(F, ) am = Se (2. 101) 


(FP ) wn = 二 ma 二 (2. 102) 
体现 由 水 平方 向 加 速度 引起 的 力 的 分 配 ， 这 种 分 配 取决 于 质心 在 垂直 方向 上 的 位 置 。 
加 速度 a >0 时 ， 汽 车 前 轮 轮胎 所 受 的 法 向 力 小 于 其 静态 载荷 ， 而 其 后 轮 轮 胎 所 受 法 向 
力 则 大 于 其 静态 载荷 。 
例 52 前 轮 驱动 汽车 在 水 平 路 面 上 加 速 行驶 
汽车 采用 前 轮 驱 动 时 ，F, =0， 由 式 (2.94) ~ 式 (2.96) 可 以 获得 轮胎 印迹 上 作用 的 
重 向 力 ， 该 结果 与 由 式 (2. 89) 和 式 (2.90) 计算 的 结果 相同 。 而 其 水 平方 向 上 为 满足 加 
速度 a 所 需要 的 力 则 只 能 完全 由 前 轮 提供 。 
2F, =ma (2. 103) 
例 53 后 轮 驱动 汽车 在 水 平 路 面 上 加 速 行驶 
汽车 采用 后 轮 驱 动 时 ，F，=0， 为 满足 加 速度 a 所 需要 的 力 完全 由 后 轮 提 供 。 
2F, = ma (2. 104) 
轮胎 印迹 上 作用 的 垂 向 力 仍 与 由 式 (2. 89) 和 式 〈2.90) 计算 的 结论 相同 。 
例 54 水 平 路 面 上 的 最 大 加 速度 
汽车 的 最 大 加 速度 和 轮胎 与 地 面 之 间 的 摩擦 力 成 正比 ， 假 设 前 轮 轮胎 和 后 轮 轮 胎 与 地 面 
的 摩擦 系数 相同 ， 而 且 各 轮胎 同时 达到 最 大 牵引 力 。 
Fo=imP, FPF,= tp, PF, (2. 105) 

















此 时 , 式 (2.94) 可 以 写作 
ma= +2p.(F, +F,) (2. 106) 
在 式 (2.97) 和 式 (2.98) 中 代入 和 FF 得 到 
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a= + 8 (2. 107) 
因此 ， 汽 车 在 水 平 路 面 上 的 最 大 加 速度 和 最 大 减速 度 直接 取决 于 摩擦 系数 。 
例 55 单 轴 驱 动 汽车 的 最 大 加 速度 
后 轮 驱动 汽车 在 FR, 达到 最 大 摩擦 力 时 得 到 其 的 最 大 加 速 
已 .代入 人 式 (2.94)， 并 结合 式 (2. 90) 得 到 


度 Qirwd， 将 Fs =0 和 PF, 二 Ms 


pmg( +h ee = M8Q1rwd (2. 108) 
整理 得 到 





生生 和 (2. 109) 





如 果 摩 擦 力 足够 大 ， 前 轮 可 能 在 满足 有 <p, ,的 前 提 下 离开 地 面 ， 即 ,=0。 将 =0 代 
入 式 (2. 89) 可 知 ， 汽 车 前 轮 即 将 离 地 时 达到 的 最 大 加 速度 为 





Cd 

2 h 

因此 ， 后 轮 驱 动 汽 车 能 达到 的 最 大 加 速度 为 由 式 (2.109) 和 式 (2.110) 计算 得 出 的 较 小 
的 值 。 

同 理 ， 对 于 前 轮 驱动 汽车 , 将 ,=0 和 =p FP, 代入 式 (2.94) ， 并 结合 式 (2. 89) 


可 以 算出 其 最 大 加 速度 cy。 


(2. 110) 





Co/ Ms a 
om /8 = = (1- | (2.111) 


在 图 2.9 中 可 以 观察 某 汽 车 质心 位 置 变 化 对 最 大 加 速度 的 影响 ， 汽 车 参数 如 下 。 
凡 =1 h=0.56m 1=2.6m (2. 112) 








alg 











ailll 


图 2.9 质心 位 置 对 前 轮 驱 动 汽车 和 后 轮 驱 动 汽 车 最 大 加 速度 的 影响 








轿车 质心 位 置 的 范围 通常 为 0.4 < (外 ) <0.6， 在 该 范围 内 ，aws > and， 后 轮 驱动 汽车 
比 前 轮 驱动 汽车 能 够 达到 更 高 的 前 进 加 速度 ， 这 一 重要 原理 在 实际 汽车 设计 中 也 得 以 应 用 ， 
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尤其 是 在 赛车 上 。 对 赛车 而 言 ， 其 最 大 加 速度 同样 受 限 于 式 (2. 110) 所 描述 的 离 地 条 件 。 


例 56 水 平 路 面 上 0 ~100km/h 最 短 加 速 时 间 

考虑 有 如 下 参数 的 某 汽车 : 
车 长 =4245mm ” 轴 距 =2272mm 
车 宽 =1795mm 前 轮 轮 距 =141lmm 
车 高 =1285mm  ” 后 轮 轮 距 =1504mm 
h =220mm 空 载 质 量 =1500kg 


Lr =1 U1 0 








(2.113) 


假设 汽车 为 后 轮 驱动 ， 且 发 动机 能 够 提供 足够 的 率 引 力 ， 由 式 (2. 90) 可 确定 后 轮 载 





集 ， 则 前 述 式 (2.94) 变 为 
2F, =24. FP, =H mg > 十 人 LTG 和 =ma 
整理 可 得 如 下 计算 速度 和 距离 的 微分 方程 : 
QI1 
M8 QMx 


== Ee 8 
h 1- 
/ Har Ww, 





Q= XX 


在 v=0 和 w=100km/h 二 27.78m/s 上 求 积 4 


人 [ou 


得 到 水 平 路 面 上 后 轮 驱 动 汽车 0 ~100km/h 最 短 加 速 时间 为 
1 = = 11s 
BHT 一 Ni 
如 果 该 车 为 前 轮 驱 动 汽车 ， 则 驱动 力 为 


2F, =2 下 = 2 
MX Hx 21 KME YY 一 Kx Ma 1 





二 ma 
运动 方程 应 为 
U2 
La 7 CD Ws, 
2 党 8 
op 
水 平 路 面 上 前 轮 驱 动 汽车 0 ~100km/h 最 短 加 速 时 间 为 
1 -278 ~6218 
C2 
Bu THE hi 


引力 为 
三 _8 
2F, F288 =24. (PF, + PF,) = ma + ao ) 


= ma 





(2.114) 


(2.115) 


(2.116) 


(2.117) 


(2.118) 


(2.119) 


(2. 120) 


(2. 121) 
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水 平 路 面 上 四 轮 驱 动 汽车 0 ~100km/h 最 短 加 速 时 间 的 理论 值 减 小 为 
t= 27.78/g~2. 83s (2. 122) 


2.4 倾斜 路 面 上 加 速 的 汽车 


汽车 在 如 图 2. 10 所 示 的 倾斜 角 为 $ 的 斜坡 道路 上 加 速 行驶 时 ， 作 用 在 其 各 前 轮 和 后 轮 
下 的 法 向 支撑 力 已 和 灰分 别 为 





1 1 ih 
F, = mg oo 1 sing | -二 ma 了 了 (2. 123) 
1 1 ih 
F, = be cos 中 + hoing | +7TQ 了 (2. 124 ) 
1 = al + oa 


其 动态 部 分 + 二 ma 全 与 加 速度 e 和 质心 高 度 h 有关， 与 倾角 由 无关。 而 其 静态 部 分 与 倾 
角 由 、 质 心 纵向 位 置 和 质心 重 向 位 置 都 有 关 。 








图 2.10 坡 道上 加 速 的 汽车 





证 明 : 通过 联 立 沿 x 方向 的 牛顿 运动 方程 和 两 个 平衡 方程 ， 构 建 关 于 运动 与 地 面 反 作用 
力 的 方程 。 


> FF = ma (2. 125 ) 
> =0 (2. 126 ) 
> M =0 (2. 127) 
展开 上 述 方程 得 到 包含 四 个 未 知 量 已 ，F。，F,，F, 的 三 个 方程 式 。 
2F, +2F, -mgsing =ma (2. 128) 
2F, +2F, —mgcosgb =0 (2. 129) 
-2F, ol +2F, a -2(P +F,)h=0 (2. 130) 


将 式 (2. 128) 和 式 (2.130) 中 的 (Ff +,) 消去 并 求解 获得 法 向 力 Ff，F 





Ce 
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F, ;= (FE; J (CEs) 


dyn 





=3 me os 一 hsing | 号 ma 所 (2. 131) 
PF, = (PF, at + (PF, ) dm 
= dmg ® cosp + hsing + ma 4 a 


例 57 前 轮 驱 动 汽车 在 坡 道上 加 速 

对 于 前 轮 驱 动 汽车 在 坡 道 上 加 速 的 情况 ， 需 要 将 f=0 代入 式 (2.128) 和 式 
(2. 130) 得 到 其 控制 方程 。 在 摩擦 限制 条 件 满足 时 ， 这 并 不 影响 式 (2. 131) 和 式 (2. 132) 
中 各 轮胎 下 地 面 反 作用 力 的 表达 。 

例 58 后 轮 驱 动 汽车 在 坡 道上 加 速 

将 已, =0 代入 式 (2.128) 和 式 (2.130) 解 得 各 轮胎 下 地 面 反 作用 力 ， 结 果 与 式 
(2.131) 和 式 (2. 132) 求解 得 结果 相同 。 因 此 ， 在 直行 坡 道上 以 较 低 加 速度 驾驶 时 ， 无 论 
汽车 是 前 轮 驱 动 、 后 轮 驱 动 ， 还 是 全 轮 驱 动 ， 作 用 在 各 轮胎 下 面 法 向 力 的 表达 式 没有 区 别 。 
前 轮 驱 动 、 后 轮 驱动 和 全 轮 驱动 汽车 的 优势 和 不 足 主要 体现 在 操纵 性 、 易 滑 路 面 行 驶 以 及 最 
大 加 速度 行驶 等 情况 。 

例 $9 坡 道行 驶 的 最 大 加 速度 

坡 道行 驶 时 的 最 大 加 速度 与 轮胎 与 地 面 的 摩擦 状况 有 关 ， 假 设 前 轮 轮胎 和 后 轮 轮胎 与 地 
面 之 间 的 摩擦 系数 相同 ， 则 前 轮 和 后 轮 驱动 力 分 别 为 

有 < FF, <p PF, (2. 133) 

再 假设 前 轮 和 后 轮 同 时 达到 牵引 力 极 限 ， 则 


























Fo=tpP, FPF,= th, PF, (2. 134) 
将 式 (2. 125) 展开 重 写 为 

may = 土 20 (PF, +h,) -megsing (2. 135) 

式 中 ，cw 是 最 大 可 达 加 速度 。 

在 式 〈2. 131) 和 式 (2. 132) 中 代入 ,和 ,得 到 

2 = + cosg -sing (2. 136) 
上 坡 加 速 和 下 坡 制 动 等 极限 情况 下 会 发 生 汽 车 熄火 ，a =0。 这 种 情况 下 ， 汽 车 行驶 的 条 件 是 
Wy (2. 137) 


以 车 身 坐 标 系 的 方向 定义 ， 坡 道 倾 斜 角 应 以 y 轴 为 参考 ， 上 坡 应 记 作 由 <0， 下 坡 应 记 
作 忠 >0， 但 在 本 节 的 计算 中 均 取 倾斜 角 的 绝对 值 。 

例 60 太 ”极限 加 速度 和 极限 倾斜 角 

考虑 >0 和 ,>0 的 情况 ， 可 以 将 式 (2.123) 和 式 (2.124) 写成 


a _42 s 

一 二 一 一 S 

可 bes sing (2. 138) 
a QH 
> -二 cosh - . 

六 os 中 sing (2. 139) 


因此 ， 如 果 存 在 摩擦 力 限制 ， 汽 车 的 最 大 可 达 加 速度 (a >0) 受 a,, h 和 ob 的 影响 ， 
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最 大 减速 度 (a <0) 受 al, hh 和 的 影响 。 合 并 上 面 两 式 得 到 
CQ1 a 2 U2 
一 csp < + sing csp (2. 140) 
如 果 a 一 0， 极 限 倾斜 角 为 
-<tang<? (2. 141) 


这 也 是 汽车 不 至 于 发 生 向 后 仰 翻 和 回 前 倾覆 的 坡 道 最 大 仰角 和 最 大 俯 角 。 
图 2. 11 给 出 了 某 汽车 上 坡 和 下 坡 时 最 大 加 速度 和 最 大 减速 度 的 范围 ， 该 车 参数 为 
a=l.5m oaw=lL7m  h=0.7m (2. 142 ) 
水 平 路 面 上 , 由 =0， 可 获得 的 最 大 加 速度 和 最 大 减速 度 范围 是 








(2. 143 ) 


= 六 14< <2. 43 (2. 144) 











al= 1.5m 


it 


w= 1.7m 


h=0.7m 


加 速度 





mls 





ve 
b= 


减速 度 























图 2. 11 加 速度 和 减速 度 极限 与 坡 道 倾斜 角 的 关系 
如 图 2. 11 中 上 部 直线 所 示 ， 随 着 上 坡 道路 的 倾斜 角 增 大 ， 汽 车 最 大 可 达 加 速度 会 降低 ， 


由 =aretan 于 = 67. 62° 时 ， 地 面 将 不 和 能 提供 汽车 进一步 加 速 所 需要 的 摩擦 力 ， 道 路 的 上 坡 倾 
斜 角 继 续 增 大 会 导致 汽车 向 后 仰 翻 。 如 图 2. 11 中 下 部 直线 所 示 ， 随 着 下 坡 道路 的 倾斜 角 增 
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大 ， 汽 车 最 大 可 达 减 速度 会 降低 ， = arctan 元 = 64. 98* 时 ， 汽 车 将 不 能 进一步 减速 ， 下 坡 


道路 倾斜 角 继续 增 大 会 导致 汽车 向 前 倾覆 。 式 (2. 123) 所 表述 的 范围 见 图 2. 11 中 放大 的 
部 分 。 

例 61 单 轴 制 动 汽车 的 最 大 减速 度 

通过 把 $=0,，F, =0 和 = -pF 代入 式 (2.128)， 结 合式 (2.123) 可 以 求 得 水 
平 路 面 上 前 轮 制 动 汽 车 的 最 大 制 动 减速 度 orw 











= me 用 se | rs (2. 145) 
[ 1 g 
最 后 得 
a [ | (2. 146) 
8 1 Hs] 


同 理 , 把 $=0,F, =0 和 FF = -人 F, 代 入 式 (2.128)， 结 合式 (2. 124) 可 以 求 得 水 平 
路 面 上 后 轮 制 动 汽车 的 最 大 制 动 减速 度 ww 


Crwb Kx C1 











ep (2. 147) 
图 2. 12 中 给 出 了 某 汽车 质心 位 置 变化 对 最 大 可 达 减 速度 的 影响 ， 汽 车 参数 为 

人 =1 h=0.56m 1=2.6m (2. 148) 
0 
-0.2 
-0.4 

-BB 
—0.8 
-| 
a 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


al Hl 


到 2.12 质心 位 置 对 某 前 轮 制 动 汽车 和 后 轮 制 动 汽车 最 大 可 达 减 速度 的 影响 









































轿车 的 质心 位 置 范围 通常 为 0.4 < (a1/1) <0.6， 在 此 范围 内 前 轮 制 动 汽 车 与 后 轮 制 动 
汽车 又 有 1 awwp/g1 > 1 aww/g81 ， 可见, 采用 前 轮 制 动 的 汽车 比 采 用 后 轮 制 动 汽 车 能 获得 
更 高 的 减速 度 ， 因 此 汽车 的 前 轮 制动器 较 后 轮 制 动 器 要 重要 得 多 。 

例 62 友 带 拖车 的 汽车 

如 图 2. 13 所 示 为 一 辆 带 拖 车 的 汽车 在 坡 道上 行驶 ， 为 分 析 汽车 -拖车 的 运动 ， 需 要 对 
汽车 与 拖车 分 别 分 析 拖 钓 处 的 受 力 情况 ， 如 图 2. 14。 假 设 拖车 的 质心 C, 在 其 车 轴 前 方 5 
处 ， 如 果 质 心 C, 在 车 轴 后 面 ， 则 6 在 下 述 方程 中 为 负 值 。 











42 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) ( 原 书 第 2 版 ) 













NM 















< 一 
pe 
LY 

\ 己 \7 








ND 


图 2.14 汽车 和 拖车 上 坡 行驶 时 的 独立 受 力 分 析 


汽车 和 拖车 直线 行驶 时 ， 理 想 状态 下 ， 拖 钩 上 应 该 作用 有 纵向 力 玉 和 垂 向 力 ,但 不 
应 存在 扭矩 。 列 出 如 下 x 方向 的 牛顿 运动 方程 和 关于 拖车 和 汽车 的 静态 平衡 方程 
Dro=ma >P=0 >M=0 (2. 149 ) 
得 到 下 面 的 方程 组 
2F, +27 -PF, -mg sin =ma (2. 150) 
2F, +2F, -PF, -mgcos =0 (2. 151) 
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-2F, al +2F, ay -2(F, +F,)h 
+ (hh) -F, (b+a)=0 (2. 152) 
PF, -megsing =m',a (2. 153) 
2F, +P, —migcosg$ =0 (2. 154) 
2 (2. 155) 
如 果 牵 引力 和 FF 已 知 ， 则 上 述 六 个 方程 中 仅 包 含 六 个 未 知 量 : 4a，F,，，F,，F.， 
,和 F, ， 求 解 方程 组 得 到 
= 一 (F, +F,) -gsing 1 
. 
2m, 
F, = (F, +F,) (2.157) 
TT m+m: 1 人 
Ca 2 2. 158 
4 0 -bs ns a wd 2 ) 
_b; 2a, -bi a 
4 7 21 bb mM Wa gcosg 
2a? 一 01 PF, + 了。 
[3 i) mh | (2. 159) 
bs3 /fal -a +b) ai 
PF, 3 mi Wa gcosg 
人 i 上 1 
二 本 (hi -hy) 7 +him+ pe | 
Es ts (2.161) 
a Db by by -bymitm Mm : 
[=al +a,; (2. 162) 
如 果 已 知 加 速度 a 的 值 ， 则 未 知 量 为 : P+， FP ， FF ,FP, 和 FF,。 
FP, +F, = (m+m) (atgsing) (2. 163) 
FPF, =m(a + gsing) (2. 164) 
hi -hy 03 
Ff = - m(a+t+eg sing) ti pmecosg (2. 165) 
2 一 03 2 一 03 
_b3 {2a, -Db a 
a -31 Bb, -6, m+ ed gcosg 
2a, -b 
二 Lh hy) mh m, -hm |(a + gsing) (2. 166) 
2 一 03 
b3 {al -as +bi a 
PF, -2 = m, Pe gcosg 
-a +b 
+ 了 1 -hy) mm +him, + hm |(a +gsing) (2.167) 
2 一 03 
1 mu 
FF; Se —h,)(a+t+gsing) |] (2. 168) 
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[=al +oao 
例 63 娘 ”人 带 拖 车 汽车 的 最 大 疏 坡 倾斜 角 
图 2. 13 所 示 在 坡 道上 行驶 的 带 拖车 的 汽车 ， 该 车 能 疏 上 的 最 大 坡 道 倾斜 角 py 也 是 其 
能 提供 加 速度 的 极限 倾斜 角 。 在 式 (2. 128) 中 代入 wa=0 和 中 = 中 w 得 





sinby = (F, +F,) (2. 169) 


(m+m)g 
式 (2. 169) 表明 最 大 倾斜 角 $y 的 值 随 汽车 和 拖车 总 重力 (m+m)g 的 减 小 而 增 大 ， 同 时 
随 牵 引力 + 下, 的 增 大 而 增 大 。 

汽车 牵引 力 受 限于 驱动 轮 上 的 最 大 转 和 矩 和 驱动 轮 轮 胎 与 路 面 的 摩擦 力 ， 假 设 汽 车 为 四 轮 
驱动 汽车 ， 且 前 、 后 各 轮胎 与 地 面 的 摩擦 系数 相等 。 则 其 前 轮 和 后 轮 上 的 牵引 力 分 别 为 








FP <n F, 有 <p PF, (2. 170) 
再 假设 其 前 轮 和 后 轮 同 时 达到 极限 牵引 力 ， 则 
FP, =p PF, F,, = 下。 (2.171) 
将 式 (2. 169) 重 写 为 
. 2 
sinby 4 a (2. 172) 


将 式 (2.159) 和 式 (2.160) 中 的 F, 与 ,代入 得 到 
(mbs3 一 mba —mi 03 ) ps cosby + (by —b3) (m+tm) sinby 








= a +F,) en 
” (m+m,) 2 "2 
整理 式 (2. 173) 得 到 
Acosby + Bsinbyw =C (2. 174) 
则 
| C 1- C jau B) (2.175) 
VL 4B A2+B? ’ 
即 
C 之 2 
-aa2| -7 未 + VA + 一 (人 ] -ac 二 (2. 176 ) 
式 中 
A=(mbs -mb; 一 7 b3) Wy (2. 177 ) 
B=(b, -ba)(m+tm,) (2. 178) 
C=2., (PP + ) (2. 179) 


基 后 轮 驱 动 汽车 及 牵引 拖车 的 参数 如 下 : 
[=2272mm w =1457mm h =230mm 
al = ao hi =310mm h, =560mm 
b! =680mm b, =610mm b3 = 120mm (2. 180) 
m=1500kg m=1l50kg a=1lm/s’ 
人 =1 中 =10deg 
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计算 后 得 到 
F, =3441.78N Ff, =3877.93N 
=798.57N FF,=147.99N (2. 181) 
=405. 52N F, = 2230. 37N 


为 检验 能 ee 引力 有 ， 应 将 其 与 最 大 可 达 摩 擦 力 jF, 比较 ， 且 必须 满足 
如 下 条 件 。 














F, <pF, (2. 182) 
例 64 女 ”求解 方程 acos0 + psing =c 
第 一 类 三 角 函 数 方程 为 
acosO + bsin0 =c (2. 183 ) 
这 类 方程 可 以 通过 引入 两 个 新 的 变量 > 和 7 求解， 如 
a =Tsin77 b = rcos71 (2. 184 ) 
从 而 有 
r= Va +b? 7 =atan2(a,b) (2. 185 ) 
将 两 个 变量 代入 式 (2. 185) 后 得 到 
sin(n +0) = 一 cos(n+0)= + Ws (2. 186) 
而 得 到 方程 的 解 为 
pa Ss 由 -下 -sme (2. 187 ) 
即 
0=atan2[ <， 十 0 | -atan2(a,b) (2. 188) 


故 方 程 acos90 + bsin6 =c 在 ”=a*+b*>e 时 有 两 个 解 ， 在 这 =c? 时 有 一 个 解 ， 在 <e 
时 无 解 。 


例 65 太 方程 arctan2 po =atan2 (y, %) 


运动 学 中 3 党 需要 基于 革 角 度 的 正路 数 和 余弦 的 ”0 但 是 ， 规则 的 反正 
切 函 数 并 不 能 表明 某 一 分 子 和 分 母 的 符号 对 结果 的 影响 ， 它 只 能 表示 第 一 象限 和 第 四 象限 中 


的 角度 ， 即 - 却 <b 。 为 解决 该 问题 并 确定 角度 的 象限 ， 定 义 atan2 也 数 如 下 














(sgnyarctan ) | x>0, yz0 


Tsgny x=0,y0 


atan2(y,x) = (2. 189) 





seny (~ arctan | | x<0, yz0 





T — Tsgnx % 天 0, y=0 
式 (2. 189) 中 ，sgn 为 正 负 号 函数 : 


46 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) ( 原 书 第 2 版) 





1 wx>0 
sgnlx|=140 w=0 (2. 190) 
-1 x<0 


在 本 书 中 计算 arctan Ws 均 按 照 上 述 atan2(y, x) 的 定义 算法 计算 。 


例 66 拖 钓 上 垂 向 力 为 0 的 情况 
通过 检验 式 (2. 158) 中 的 拖 钧 垂 向 力 R, ， 可 以 使 拖 钩 上 作用 的 垂 向 力 为 0。 








A 2 C08 (2. 191) 
bo-bm+tm 人 (6b -03) 
为 使 F, =0， 只 需 将 拖车 质心 C, 的 位 置 调整 置 于 拖车 车 轴 上 ， 并 与 拖 钧 同 高 。 此 时 将 有 
hi=h b=0 (2. 192) 
最 后 使 得 
FP. =0 (2. 193) 


尽管 如 此 ， 为 增强 安全 性 ， 应 使 载 集 在 拖车 上 均匀 分 布 。 重 物 应 尽量 放 在 低 处 且 徘 近 车 
轴 上 方 的 位 置 ， 体 积 大 质量 轻 的 物品 应 放 在 5 为 正 的 靠 前 方向 。 这 被 俗称 为 拖车 钓 的 “ 鼻 
子 重 量 ”。 


2.5 侧 倾 路 面 上 停放 的 汽车 


如 图 2. 15 所 示 坡 道 侧 倾角 由 对 车 辆 载荷 分 配 的 影响 ， 侧 倾 导 致 下 方 轮胎 载荷 增 大 ， 上 
方 轮胎 载荷 减 小 。 轮 胎 所 受 反 作用 力 为 


F, -这 人 b, cosg — hsing ) (2. 194) 
已 = (bicosg i (2. 195) 
w=b1 +b; (2. 196) 
最 大 侧 倾角 为 
tanby = 从， (2. 197 ) 


当 侧 倾角 达到 该 角度 时 ， 车 辆 将 向 下 侧 滑 。 


了 








2.15 停放 在 侧 倾 坡 上 车 辆 的 上 侧 轮胎 和 下 侧 轮胎 受到 的 法 向 力 
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证 明 : 在 车 体 坐 标 系 C,, 中 建立 平衡 方程 





>F,=0 (2. 198) 
DF.=0 (2. 199) 
> 1M =0 (2. 200) 
展开 后 写作 
2F, +2P -mgsing =0 (2. 201) 
2F, +2F, —mgcosgb =0 (2. 202) 
2F, b1 -2F, by +2(F, +F,)h=0 (2. 203) 


假设 在 下 侧 轮 胎 的 前 轮 和 后 轮 受到 的 反作用 力 相等 ， 在 上 侧 轮 胎 的 前 轮 和 后 轮 受到 的 反作用 
力 相 等 。 为 计算 每 个 轮胎 上 的 受 力 情 况 ， 再 将 横向 力 总 体 作为 一 个 未 知 量 。 求 解 上 述 方程 得 
到 横向 力 和 上 侧 轮胎 及 下 侧 轮胎 和 ee 




















有 = 3 mg D2 cong 一 mg 2 sing (2. 204) 
F, = 0 . g Lsing (2. 205) 
FF, +F,, = Fmgsing (2. 206) 
侧 倾 角 由 = 由 w 时 达到 极限 ， 所 有 车 轮 同 时 开始 侧 请 ， 故 有 
Fy = (2. 207 ) 
PF = PF (2. 208) 
平衡 方程 变 为 
2 +T20 Ps, -mgsing =0 (2. 209) 
2F, +2F, —mgcosgb =0 (2.210) 
2F, 0 -2F, by +T20U F, +hy, Fs, )h=0 (2.211) 
假设 
Ky =H = 人 (2.212 ) 
求解 得 到 
站 和 bb sb — —mg a (2.213) 
二 2 Ww 
F, = Fmg Doosgy + Fmg Lsingy (2.214) 
tanby = 人 (2.215) 
以 上 计算 需要 满足 如 下 条 件 
b, 
tanby 万 (2.216 ) 
02 
Wy 所 二 (2.217) 





如 采 横 向 摩擦 系数 jw, 大 于 b,Ah， 汽 车 会 向 下 侧 翻 ， 欲 提高 汽车 在 侧 倾 路 面 的 通过 能 力 ， 应 
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尽 可 能 增 大 车 宽 ， 并 降低 其 质心 高 度 。 
例 67 侧 倾 坡 上 停车 时 的 轮胎 受 力 


某 汽车 参数 如 下 
m=980kg h=0.6m w=1.52m b=b, (2.218) 
该 车 停放 于 侧 倾角 $=4° 的 坡 道上 ， 则 汽车 上 侧 车 轮 轮胎 和 下 侧 车 轮 轮 胎 受 力 为 
F, =2265.2N FF,=2529.9N FF, +F, =335.3N (2.219) 


上 侧 车 轮 轮胎 受 力 F, 与 下 侧 车 轮 轮 胎 受 力 ,的 比值 仅 与 质心 位 置 有 关 。 
F, bcosgb -hsing 








Fb cosb + hsing (2. 220) 
如 果 汽 车 左右 对 称 ， 即 56; = 5; =w/2， 上 式 简化 为 

7 wcosg -2hsing 

F, woeosp+2hsing (2. 221) 


如 图 2. 16 所 示 为 h=0.6m, w=1.52m 时 轮胎 受 力 的 比例 已 AF, 对 侧 倾 角 $ 的 函数 曲 
线 ， 侧 倾角 $y =tan 5,Ah =51.71° 表明 侧 倾角 达到 该 值 后 上 侧 车 轮 轮 胎 下 受 力 为 0， 汽 车 
将 向 下 翻 深 。 图 中 曲线 的 负 值 部 分 表示 使 汽车 保持 在 坡 上 不 翻滚 所 需要 施加 的 力 ， 该 力 在 实 
际 情况 下 并 不 存在 。 














h=0.6m 
w= 1.52m 
3 侧 倾角 bi=b2 
0.6 
F: 
Fe 0.4 
0.2 
二 
0.2 0.4 0.6 0.8 ] 
grad 
0 10 20 30 40 50 


图 2.16 力 的 比值 RAF 对 道路 侧 倾 角 四 的 函数 


例 68 弯 道 侧 倾 路 面 上 的 车 辆 
质量 为 m 的 车 辆 以 速度 "在 半径 为 民 的 圆 形 水 平 路 面 上 和 运动， 车轮 的 侧 向 力 向 内 提供 
车 辆 运动 所 需要 的 向 心 加 速度 。 





2P +2P =m (2. 222 ) 

因为 轮胎 上 的 侧 向 力 受 限于 轮胎 与 路 面 的 最 大 摩擦 力 ， 所 以 存在 某 一 最 大 速度 vw， 当 和 车 辆 
达到 该 速度 时 ， 轮 胎 不 能 再 提供 足够 的 侧 向 力 ， 车 辆 将 会 请 出 路 面 。 

为 保证 道路 安全 ， 应 该 在 弯 道 路 面 设计 时 使 车 辆 能 够 不 必 通 过 车 轮 侧 向 力 提 供 所 需 的 回 

心力 。 设 计 道 路 时 采用 侧 倾角 是 一 种 好 的 近似 解决 方案 ， 这 样 使 重力 的 分 量 提供 所 需 的 向 心 

力 。 图 2.17 所 示 为 一 辆 在 侧 倾 弯 道 上 行驶 的 汽车 , 假设 各 轮胎 所 受 的 法 回力 相同 ， 在 车 身 
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坐标 系 中 作用 在 车 辆 上 的 力 
平衡 关系 如 下 

v2 . 
mgcos$ -4F, —m R$ =0 


(2. 223) 





2 
mgsing 一 7 页 cos =0 




















(2. 224) 
式 (2.224) 表明 期 望 侧 
倾角 是 速度 的 函数 
2 
tanb = Re (2.225) 图 2.17” 弯 道 侧 倾 路 面 上 行驶 的 车 辆 
侧 倾角 大 小 与 车 辆 的 质量 m 无 关 ， 它 是 道路 转弯 半径 RR 和 车 辆 速度 wv 的 函数 。 假 如 道 
路 转弯 半径 R 确定 ， 则 侧 倾 角 应 该 随 车 速 的 变化 而 变化 。 设 计 道 路 时 ， 需 要 确定 好 道路 上 





行驶 车 辆 的 合理 速度 ， 再 根据 式 (2. 225 ) 来 计算 侧 倾 角 。 因 为 侧 倾 角 只 是 车 辆 速度 的 函 
数 ， 所 以 只 要 车 辆 按照 推荐 的 速度 行驶 ， 确 定 的 侧 倾 道路 能 够 满足 所 有 类 型 的 车 辆 。 那 些 低 
于 该 速度 和 高 于 该 速度 的 车 辆 需要 相应 地 由 轮胎 产生 正 向 或 负 向 的 侧 向 力 ， 轮 胎 侧 向 力 不 足 
或 超出 的 部 分 则 由 车 辆 转向 角 和 侧 偏 角 提供 ， 对 于 自行 车 和 摩托 车 ， 则 由 其 倾斜 角 和 外 倾角 
提供 。 

当前 不 能 修筑 侧 倾角 由 变化 的 道路 ， 但 是 ， 可 以 设想 某 环 形 道路 的 侧 倾角 能 够 根据 
车 速 灵 活 地 调整 ， 且 变化 符合 式 (2. 225) 中 函数 的 要 求 。 图 2. 18 所 示 为 半径 R=100m 
的 环形 道路 上 侧 倾角 对 车 速 的 函数 曲线 ， 侧 倾角 随 车 速 的 增长 而 增 大 ， 因 为 尽 关 0， 曲 线 
通 近 小 =90。。 














lim 由 =90。 (2. 226) 
图 2. 19 所 示 为 随 速 度 变化 时 侧 倾角 对 不 同 弯 道 半径 的 响应 灵敏 度 。 

















v/(km/h) 


图 2.18 半径 R=100m 的 环形 道路 随 速 度 变 化 所 需 侧 倾角 
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A(°) 


g=9.81 m/s? 








v/(km/h) 


2. 19 不 同 半径 的 环形 道路 随 速 度 变 化 所 需 侧 倾角 








2.6 文 ”最 优 驱动 力 和 制 动 力 分 配 
通过 调整 和 控制 纵向 力 忆 和 屎 可 以 使 汽车 获得 某 一 确定 的 加 速度 。 ， 四 轮 驱动 的 汽车 
获得 最 大 加 速度 时 ， 其 前 、 后 轮胎 上 的 最 优 纵向 力 为 
二 lh/aY 1 ua 
mg 2 ee ] + [lg 


1 2 ， 1 U2 

















Bl Hm T+ 7 人 7 (2. 227 ) 

F, 1 4 + 二 全 

me 2 l\g 21 8 

_1 2 h 4 al 
= 闻 左 了 + 六 (2. 228) 
证 明 : 0 

2F, +2F, =ma (2. 229) 

各 轮胎 上 的 最 大 牵引 力 是 其 所 受 垂 向 力 和 摩 氛 系数 的 函数 。 
F< + Fs; (2. 230) 
Ff, + Fk (2.231 ) 


同时 ， 其 垂 向 力 是 汽车 加 速度 和 几何 参数 的 函数 。 
1 a» 1 h 








a 
F, = ME -Im8 (2.232 ) 
1 a 1 ha 
Fs, = Fmg 7 + 了 7TS pe (2. 233) 





PF, 1 U2 h a 
了 网 ] (2. 234) 
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hs 1 a h 
1 @ 2.2 
i jos + ] ee 
从 而 使 式 (2. 229) 变 为 
a 
Qn, (2. 236) 
g KH; 
将 该 结果 代入 式 (2. 234) 和 式 (2. 235) 得 
a 1 h/aY lo a 
地 = - 雪 守 (和 ] + (2. 237) 
Fs 1 h/laY lara 
mg 2 a “2 [lg ee 


以 上 式 (2.237) 和 式 (2.238) 可 用 于 确定 加 速度 a >0 时 ， 随 汽车 几何 参数 (h，aj， 

a ) 的 变化 ， 前 轮 和 后 轮 上 所 需要 的 驱动 力 。 上 述 公 式 同样 可 用 于 在 汽车 加 速度 a <0 时 确定 
前 轮 和 后 轮 上 的 制 动 力 。 图 2. 20 所 示 为 某 汽车 最 优 驱 动力 和 制 动 力 的 曲线 图 ， 该 车 参数 如 下 。 
h _0.56 a a 1 (2. 239) 


Ww, =1 = 6 = 04134 1 一 1 一 2 














图 2.20 某 汽车 的 最 优 驱 动力 和 制 动 力 分 析 


加 速度 a >0 时 ， 后 轮 上 的 最 优 驱 动力 增长 很 快 ， 而 前 轮 上 的 最 优 驱动 力 在 达到 某 最 大 
值 后 则 会 减 小 。 





a 1 02 

要 (2. 240) 
PF, 1 o o 
mg 8 


其 最 大 值 发 生 在 a/g = as/h 是 汽车 能 达到 的 最 大 加 速度 ， 此 时 ， 前 轮 轮 胎 将 与 地 面 脱离 
接触 ， 这 种 前 轮 (后 轮 ) 轮胎 脱离 地 面 时 的 加 速度 称 为 “倾斜 加 速度 " 。 加 速度 达到 a/g = 
人/ 太 时 ， 后 轮 上 需要 的 驱动 力 为 PuL(Cmg) =as/(2h)。 

减速 时 情况 相反 ，a <0 时 ， 前 轮 上 的 最 优 制 动力 的 绝对 值 增 长 很 快 ， 而 后 轮 上 的 制 动 
力 在 达到 某 最 大 值 后 则 会 减 小 直至 为 0。 其 最 大 值 发 生 在 

(2. 242) 


sg 2 
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和 la 
mg 8 h1 
a/g = -ai/h 是 汽车 能 达到 的 最 大 减速 度 ， 此 时 ， 后 轮 轮 胎 与 地 面 脱离 接触 。 
通过 画 出 以 a/g 为 参量 的 关于 FP,/(mg) 对 F,/(mg) 的 曲线 ， 以 图 形 方式 表示 最 优 了 驱动 
力 和 制 动 力 能 更 清楚 地 说 明 问 题 。 





(2. 243 ) 











ao 一 一 几 
F，= 一 -一 六 (2. 244) 
al + 一 h 
8 
ky a -Mh 
证 (2. 245) 
图 2.21 所 示 即 这 样 的 曲线 ， 该 F. /mg 


曲线 用 来 描述 汽车 达到 最 大 加 速度 
或 最 大 减速 度 时 前 轮 轮胎 和 后 轮 轮 
胎 作 用 力 的 关系 。 

力 的 优化 分 配 调 整 不 是 自动 完 
成 的 ， 需 要 专门 的 力 的 分 配 控制 系 


Fe/mg 





























统 进行 测量 和 调整 。 二 村 
例 69 女 “0 处 的 斜率 -0Qsj】 
牵引 力 优 化 分 配 的 初始 比例 为 上 
优化 曲线 上 [ FA/(mg)，, FA/(mg)] -2 用 
在 0 处 的 斜率 。 
pn 图 2.21 汽车 前 轮 和 后 轮 间 的 最 优 驱 动力 和 制 动 力 分 配 
了 _ 4 (2) 1 a> a 
mg _ 1]|; 2 lL\g 2 2 246 
pe a 1 (2) + 二 人 2 Ql 0 


因此 ， 初 始 牵引 力 的 分 配 只 与 质心 位 置 有 关 。 

例 70 娘 ” 制 动 平 衡 

汽车 制 动 时 ， 其 后 轮 不 抱 死 才 可 以 保持 稳定 。 因 此 ， 汽 车 的 实际 后 轮 制 动力 应 该 始终 小 
于 其 最 大 可 达 轮 胎 制 动力 ， 即 制 动 力 分 配 应 该 始终 处 在 图 2. 22 中 的 阴影 区 域 ， 涵 盖 于 优化 
曲线 之 内 。 虽 然 这 样 限 制 了 汽车 的 实际 可 达 减 速度 ， 尤 其 是 低 摩擦 系数 情况 下 的 实际 可 达 减 
速度 ， 但 是 却 可 以 提高 汽车 的 稳定 性 。 

因为 力 分 配器 更 容易 实现 对 直线 特性 的 跟随 ， 故 可 以 采用 两 条 或 三 条 线段 对 优化 制 动 力 
曲线 做 近似 描述 ， 再 通过 控制 系统 调整 制 动 力 比 值 RA/F,， 图 2. 22 所 示 为 以 三 线段 做 近似 
描述 的 情况 。 

前 轮 和 后 轮 之 间 的 制 动 力 分 配 称 作 制 动 平衡 ， 制 动 平衡 关系 随 减 速度 的 变化 而 变化 。 减 
速度 越 大 ， 转 移 到 前 轮 的 载荷 就 越 大 ， 前 轮 能 提供 的 制 动 力也 就 越 大 。 此 时 ， 后 轮 的 载荷 减 
小 ， 给 其 分 配 的 制 动 力 也 应 该 降低 。 
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Flmg 
人 A 


Fr /mg 





al 


h 4 
图 2.22 汽车 前 轮 和 后 轮 间 的 最 优 制 动 力 分 配 以 三 线段 做 近似 描述 


例 71 太 最 佳 赛车 

赛车 要 求 始终 保持 最 大 加 速度 工 况 ， 以 使 其 能 在 最 短 时 间 内 跑 完 赛程 ， 故 通常 采用 后 轮 
驱动 和 全 轮 制 动 方案 。 但 是 ， 假 使 赛车 采用 了 全 轮 驱 动 方案 ， 则 依照 如 图 2. 23 所 示 曲 线 工 
作 的 驱动 力 分 配器 会 使 赛车 比赛 时 更 加 出 色 。 


FF /mg 





Fr /mg 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 


图 2.23 汽车 前 轮 和 后 轮 间 的 最 优 驱 动力 分 配 





例 72 女 ”质心 C 的 位 置 对 制 动 的 影响 

汽车 制 动 时 ， 其 载荷 会 从 后 轮 向 前 轮转 移 ， 质 心 C 的 位 置 越 高 ， 载 集 转 移 得 越 多 。 因 
此 ， 为 提高 制 动 性 能 ， 质心 C 的 位 置 应 布置 得 尽 可 能 低 ， 并 尽 可 能 靠 后 。 这 种 布置 并 非 对 
每 种 车 辆 都 可 行 ， 对 前 轮 驱 动 的 民用 轿车 更 是 如 此 ， 但 是 ， 为 获得 较 好 的 制 动 性 ， 在 汽车 设 
计 中 应 该 考虑 这 一 事实 。 

例 73 文 ”前 轮 抱 死 和 后 轮 抱 死 

最 佳 制 动 力 分 配 是 根据 式 (2. 245) 获得 的 理想 ,AF 比例， 如 果 制 动力 分 配 不 理想 ， 
则 前 轮 或 后 轮 将 有 可 能 在 轮胎 未 提供 足够 制 动 力 时 发 生 抱 死 。 后 轮 抱 死 会 导致 车 辆 失 稳 ， 失 
去 方向 稳定 性 ， 此 时 ， 后 轮 会 在 路 面 打 滑 ， 失 去 提供 侧 向 力 的 能 力 ， 后 轮 轮胎 印迹 上 的 合成 
前 切 力 变 成 了 与 打滑 方向 相反 的 动 摩擦 力 。 

由 于 车 辆 前 轮 和 后 轮 上 侧 向 力 的 不 平衡 ， 某 些 扰动 引起 的 后 轮 轻微 侧 向 运动 会 导致 车 辆 
横 欣 运动 。 横 摆 力 和 矩 使 车 辆 绕 z 轴 转 向 ， 直 至 车 辆 完成 180° 掉头 使 车 尾 向 前 ， 车 头 向 后 。 
图 2.24 显示 了 某 后 轮 抱 死 的 汽车 发 生 了 180° 的 侧 滑 转向 。 

前 轮 抱 死 虽然 不 会 直接 导致 车 辆 失 稳 ， 但 会 使 车 辆 转向 失灵 ， 令 驾驶 人 无 法 控制 。 
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图 2.24 后 轮 抱 死 的 汽车 发 生 180° 的 侧 滑 转向 





2.7 女 ”多 于 两 个 车 轴 的 车 辆 

如 图 2. 25 所 示 的 三 轴 汽 车 以 及 其 他 多 于 两 轴 的 车 辆 为 超 静 定 结 构 ， 其 轮胎 所 受 的 法 向 
力 不 能 通过 静 平 衡 方程 确定 ， 而 是 考虑 进 悬 架 变形 后 确定 其 作用 力 。 

轮胎 所 受 的 n 个 法 向 力 Ff, 可 以 通过 如 下 nn 个 方程 计算 。 








图 2.25 和 斜坡 上 行驶 的 三 轴 汽 车 





2> 记 -mgcosb =0 (2.247) 
二 
22 Fx +h(a+t+mgsing) =0 (2. 248) 
人 
FP, Xi — XI1 F(z,) F 上 
| =2 -1 2. 24 
k; | k, | ki U2 ( 9) 


式 中 ,Fr 和 ,是 轮胎 上 作用 的 纵向 力 和 法 向 力 ; 下 标 i 为 轴 的 序号 ; wj; 为 从 质心 C 到 第 i 轴 
的 距离 ， 对 于 在 质心 C 前 面 的 轴 x, 取 正 值 ， 对 于 在 质心 C 后 面 的 轴 x; 取 负 值 ， 参 数 , 为 第 
i 轴 甚 架 的 垂直 刚度 。 

证 明 : 对 于 多 轴 车 辆 ， 以 下 方程 组 与 式 (2. 128) ~ 式 (2. 130) 所 列 方程 组 类 似 。 
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SFr,=0 (2. 250) 
DF.=0 (2.251) 
>M,=0 (2. 252 ) 


如 果 轴 数 为 上 ， 则 各 轴 上 的 力 可 以 通过 合并 后 代入 。 








2 > 已 - mgsin = ma (2. 253 ) 
i 
2 F, -mgcosb =0 (2.254) 
流下 
22 Fx +2hY PF, =0 (2. 255) 
i=1 sh 


消去 式 (2.253) 和 式 (2. 255) 中 正 向 力 的 总 和 五，= 2 2 _ ,FF 可 以 得 到 式 (2.248) ， 这 
样式 (2. 247) 和 式 (2. 248) 仍 有 个 未 知 量 ， 尚 需 n -2 个 方程 求解 各 轮 的 载荷 ， 这 些 方 
程 需要 根据 悬 架 变形 关系 建立 。 

忽略 轮胎 变形 ， 并 令 z 表示 图 2. 25 所 示 的 车 辆 垂直 方向 。 设 z 为 第 i 轴 中 心 位 置 的 悬 
架 变 形 量 ,%, 为 第 i 轴 上 其 架 生 直方 向 的 刚度 ， 则 各 轴 变 形 量 》 











We (2. 256) 
路 面 平坦 ， 车 身 为 刚性 时 应 满足 
EE | (2.257) 





Ni 一 %1 wx, 一 %1 
将 式 (2.256) 代入 式 (2.257) 后 可 以 得 到 式 (2.249)， 式 (2.257) 中 的 n-2 个 方 
程 同 式 (2.247) 、 式 (2. 248) 两 个 方程 联 立 可 以 求解 各 轮胎 所 受 的 法 向 载荷 。 
该 方程 组 为 线性 方程 组 ， 可 以 写成 如 下 和 矩阵 形式 


























[AI[X]=[B] (2.258) 
式 中 
[X] = [F, F, PF, a 已 (2. 259) 
上 2 Di i 2 T 
2%1 QW 2 
NX, — No 1 X2 一 %1 
kil 记 k,l 
Pa ee ER ee el 
Nn 一; 1 Xi 一 %1 
hl 国 hl 
Xn, 一 %，_1 1 Xi _1 一 %1 
| 一 ee ee 1 
人 三 多 一 儿 (2. 261 ) 
[B]=[mgcos$ -h(atmesing) 0 … 0]7 (2. 262 ) 


例 74 娘 “三 轴 汽 车 车 轮 受 力 
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如 图 2. 25 所 示 为 一 辆 行驶 于 斜坡 上 的 三 轴 汽 车 ， 人 研究 多 轴 车 辆 时 记 其 前 轴 为 一 轴 ， 后 
面 各 轴 按 顺序 依次 记 为 二 轴 、 三 轴 等 。 
描述 该 三 轴 汽 车 的 方程 组 为 





























2F, +2F,, +2F,, —mgsing = ma (2. 263) 
2F, +2F, +2F, -mgcosp =0 (2. 264) 
2F, x1 +2F, x +2F, x3 +2h(F, +F,, +F,,)=0 (2. 265) 
| | 二 人 (2. 266) 
Ny 一 %1 kh, ki NX3 一 %1 ks ki 
简化 后 得 
2F, +2F, +2F, -mgcosg$ =0 (2. 267 ) 
2F, x1 +2F, x +2F, x3 +hm(a+gsing) =0 (2. 268) 
(wo kes kes —x3 ka hs) FP, + (wi ky ky — wo ky ks) Fs — (xi ki ks — wa ki ks)F,,=0 
(2. 269) 
这 一 计算 各 车 轮 载 伍 的 方程 组 为 线性 方程 组 ， 可 以 写成 如 下 和 矩 阵 形式 
[A]LX]=LB|] (2.270) 
式 中 
2 2 2 
[4] = 2x1 2xy 2X3 (2.271 ) 
hy ix -23) kka(xa—%1) hho(xi—%) 
F, 
[X] =| 7 (72 
PF 
mgcosg 
[BI]=| -hm(a+gsing) (2 273) 
0 
通过 和 矩阵 求 逆 可 以 获得 未 知 向 量 
[X] =[4] 一 [B] (2.274) 
方程 组 的 解 为 
Z Z Z 
i = 亏 元 ee F, = 却 (2. 275 ) 
式 中 
Zo = -45 ko (x 一 2 ) —4k, ks (x 一 23) 一 4j 3 (x -21) (2.276) 


Z1 =g(%2 ky -Xi ks -xiky +xs hs)hsing 

+a(x, ks 一 X1 ha 一 %1 ky +X3 ka)h 

+g(k wy” — wo ky x +hs ra —xiks xa)cosg (2.277) 
ZL, =g(%i ki — x kr —xo ks +X3 hs) hsing 


+a(xi ki 一 Do kl — x ks +xs ks)h 
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+g(ki wa” 一 Mo kl x + hs xa” — x ks 3 )cos 由 (2. 278) 
Zs =g(x1 ky tx hy -xa ky —xs ks) hsing 

+a(xi kl +x2 ky —xa kl 一 %3 ko )h 

+g(ki x —x3 kl x + hy rs” — x3 ky x ) cos 由 (2. 279) 


X1 =a1 X2 = 一 02 X3 = 一 03 (2. 280 ) 
2.8 文 ”在 外 弧 形 道路 和 内 弧 形 道路 上 的 车 辆 
具有 外 凸 或 内 凹 曲 率 的 路 面 分 别称 作 外 弧 形 道路 或 内 弧 形 道路 ， 道 路 的 曲率 会 导致 车 轮 
所 受 法 向 力 增 大 或 减 小 ， 本 节 中 假设 道路 曲率 半径 Ra 远大 于 车 辆 质心 高 度 ， 即 Ra >>h。 
2.8.1 太 ”外 弧 形 道路 上 的 车 辆 
车 辆 在 外 凸 形 坡 道上 行驶 称 为 冲 弧 项 ， 车 辆 冲 弧 顶 时 ， 由 于 会 产生 沿 -z 方 向 的 离心 力 
mv /Ru， 其 车 轮 所 受 的 法 向 力 将 小 于 车 辆 在 相同 坡度 的 平 直 坡 道上 行驶 时 所 受 的 法 向 力 。 


如 图 2. 26 所 示 ， 和 车辆 在 某 曲 率 半 径 为 Ry， 相 对 水 平面 成 平均 坡度 $ 的 坡 道 上 冲 弧 顶 ， 
轮胎 上 的 牵引 力 和 法 向 力 可 以 近似 表示 为 











Ee + ~ 方 m(a+gsing) (2. 281) 
_1 Q2 万 1 h 1 vw & 
nSmel Soop + sin |] -3 ma -7 -Te 7 (2. 282 ) 
Eo Ql h. 1 h 1 wa 
了 [人 cb ~ hsing |] + 2 Ma- Re 7 (2. 283 ) 
[=al +a,; (2. 284) 





图 2.26 沿 曲率 半径 为 RG 的 外 弧 形 道 路 上 行驶 的 车 辆 


证 明 : 图 2.26 所 示 冲 弧 顶 的 汽车 ， 其 法 向 和 切 向 分 别 对 应 着 -z 轴 方 向 和 x 轴 方向 ， 
此 ， 汽 车 的 运动 控制 方程 为 


58 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上 凡 ) ( 原 书 第 2 版) 





> FF = ma (2. 285) 
2 
- 六 已 = 2. 286 
2 P= mn (2. 286) 
SM,=0 (2. 287) 
展开 以 上 方程 得 

2F, cosO +2F, cos0 -mgsing = ma (2. 288) 

2 
-2F, cosg -2F, cos0 + mgcos$ =m go (2. 289) 

。 H 

2F, aicos0 -2F, az cosO +2( FF +h,, )hcos0 

+2F, al sing -2F, a, sing -2(F, 十 F,,)hsing =0 (2. 290) 


消去 上 面 式 (2. 288) 和 式 (2. 290) 中 的 (+ ) ， 求 得 总 牵引 力 〈F + 已 ) 和 车 轮 所 
受 法 向 力 忆 、F,。 


_ma +mgsing 
| 2cos0 


1 02 h(1 -sin20) . ] 
F, = a 
1 2 "8 | 区 /cosbcos20 wp | 


1 h(l-sin20) 1 vw oo 


2 1cosbcos20 2 " Ri lcos0 
1 al h(1 -sin20) . ] 
oA hl -sin20) 
之 nel (5 0p lcosQcos20 no | 


1 h(1-sin26) 1 ww a 
2 ™ lcosbcos20 2 ™ RG lcos0 
如 果 汽 车 轴 距 远 小 于 外 凸 弧 曲 率 半径 ， 即 1 << Ry ， 由 于 角 9 很 小 ， 则 可 以 对 三 角 函 数 做 如 


下 近似 处 理 


(2. 291) 








(2. 292) 








(2. 293) 














cosO= 一 cos20 一 1 (2. 294) 
sin0~=sin20 二 0 (2. 295) 
将 上 述 近 似 值 代入 式 (2. 291) ~ 式 (2. 293) 得 到 下 面 的 近似 解 
Fe + ~ 方 m(a+gsing) (2. 296) 
F, a h a h VV/Ru a 
2 一 ~| 一 ing | - - 2. 297 
i | 7 Cos 中 + 7 sg] gl pe ( ) 
PF, ai h a h vv/Raal 
| i 一 人: 298 
人 | 7 cos 中 7 sing | + i 了 ( ) 
例 75 娘 ” 冲 弧 顶 汽车 的 车 轮 载荷 
考虑 汽车 具有 如 下 参数 
[=2272mm w =1457mm h =230mm al = a» (2. 299) 
m=1500kg v=15m/s a=1lm/s’ 


该 车 在 坡 道上 冲 弧 顶 ， 道 路 参数 如 下 
Ri=40m $=30° 0=2.5° (2. 300) 
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则 汽车 上 的 受 力 情 况 为 





F, + 有 =4432.97N  F,=666.33N  F, =1488.75N 
) (2. 301 ) 
F, +F, =2155.08N mg=14715N m R=8437. 5N 
泌 
假设 9 很 小 ， 采 用 简化 计算 方法 ， 各 作用 力 的 近似 值 为 
F, + 及。 =4428.75N 。 忆 ~628.18N  F,~1524.85N 
， (2. 302 ) 
F, +F, ~2153.03N mg=14715N m R=8437. 5N 
加 H 
例 76 文 ”汽车 在 外 凸 坡 上 脱离 路 面 
汽车 在 外 凸 坡 上 行驶 速度 过 快 时 会 脱离 路 面 ， 这 种 情况 称 为 飞车 。 发 生 飞 车 现象 的 条 件 
是 F, =0 且 三 =0。 
设 某 前 后 对 称 汽车 发 生 飞 车 ,其 其 al =a, =1/2， 加 速度 为 0。 应 用 式 (2.282) 和 式 
(2.283) 后 ， 可 以 得 到 
2 a 
Je 人 2 A hng]] -二 让 全 =0 (2. 303) 
(2. 304) 


bmel[ (9 cosg -sing |] -3 = mi 
由 此 可 以 计算 最 小 临界 飞车 速度 w ， 使 前 轮 和 后 轮 腊 离 路 面 的 临界 速度 分 别 为 w 和 。 


Ve, 上 sm (Vsing + jeosd ] (C2. 305 ) 


0 =/ -28Rn (7 sing 一 cog | (2. 306) 
对 任 一 汽车 ， 其 临界 速度 w 和 vw 都 是 坡 道 弧 形 半径 Rs 和 角 坐 标 角度 由 的 函数 ， 该 角 
度 不 能 大 于 由 式 (2. 141) 所 确定 的 极限 倾斜 角 。 


0 $< 
一 一 全 tangh 三 一 
hh h 








(2. 307) 


如 图 2.27 所 示 为 一 辆 沿 圆 形 坡 
道 冲 弧 顶 行驶 的 汽车 ， 图 2. 28 所 示 加 
为 不 同 角 坐 标 角度 $ 下 的 临界 速度 
vo 和 Vo, 其 中 - 1.371rad 到 中 到 
1. 371rad， 汽 车 和 坡 道 参数 如 下 
[=2272mm h =230mm al =a» 人 





a =0m/s’ Ryu = 100m 
(2. 308) 
在 最 大 上 坡 角 为 $=1.37lrad 二 
78.5° 时 ， 汽 车 的 前 轮 在 速度 为 0 时 
即 脱离 路 面 ， 而 后 轮 依 然 接 地 。 当 图 2. 27 
汽车 驶 过 坡 道 ( 土 岗 ) 后 ， 也 会 在 





沿 圆 形 斜 坡 冲 弧 顶 行驶 的 汽车 
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速度 为 0 时 达到 最 大 下 坡 角 由 = -1.371lrad= -78.5°， 此 时 其 后 轮 脱离 地 面 ， 前 轮 仍 能 保持 
接地 。 汽 车 上 坡 时 ， 前 轮 会 先 在 某 一 较 低 速度 下 脱离 地 面 ， 汽 车 下 坡 时 ， 后 轮 会 先 在 某 一 较 
低速 度 下 脱离 地 面 。 因 此 ， 图 2. 28 中 ， 对 于 任 一 坡度 角 由 而 言 ， 临 界 速度 wv 由 较 低 的 曲线 
决定 。 

为 掌握 临界 速度 的 总 体 情 况 ， 可 以 绘 出 以 Ry 和 ji 为 参量 的 w 下 限 值 随 由 变化 的 曲 
线 。 如 图 2. 29 所 示 ， 某 参数 为 hV1 = 0. 10123 的 汽车 ， 土 岗 曲率 半径 Rj 对 临界 速度 v 的 影 
响 ， 图 2. 30 所 示 土 岗 曲 率 半径 为 Ry =100m 时 ， 汽 车 高 度 系 数 zl 对 临界 速度 wv 的 影响 。 



























































1= 2.272m 
h=0.23m 
dal = a 
RH= 40m 
1.0 0.5 0 0.5 1.0 Birad 
i -一 一 一 一 一 一 一 二 
图 2.28 某 汽车 驶 过 土 岗 时 临界 速度 v 和 vo 随 坡度 角 由 的 变化 
入 ze/(m/S) 





RH=1000m Wl= 0.10123 








dl 三 a 
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60 40 20 20 40 -60 和 
图 2.29 土 岗 曲 率 半 径 Ra 对 某 汽车 临界 速度 w 的 影响 




















2. 8.2 文 ”内 弧 形 道路 上 的 车 辆 


车 辆 在 内 凹 形 坡 道上 行驶 称 为 冲 弧 底 ， 车 辆 剖 弧 底 时 ， 由 于 会 产生 沿 z 方向 的 离心 力 
mv /Ru， 其 车 轮 所 受 的 法 向 力 将 大 于 车 辆 在 相同 坡度 的 平 直 坡 道上 行驶 时 所 受 的 法 向 力 。 

如 图 2. 31 所 示 ， 和 车辆 在 某 曲率 半径 为 Ri ， 相 对 水 平面 成 平均 坡度 角 由 的 坡 道上 冲 弧 
底 ， 轮 胎 上 的 牵引 力 和 法 向 力 可 以 近似 表示 为 
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v(m/s) 










RH=100m 


d= 



































| 
-1.0 /rad 
a 
到 2.30” 驶 过 某 圆 形 土 岗 时 汽车 高 度 系数 zl 对 临界 速度 v 的 影响 

















_1 | 
Ee +h,~ ma + gsing) (2. 309) 


1 Vy 02 


_1 CQ2 h. _1 h 
已 Je[[ es， ad ]] 5 (2.310) 











ninel[ (9 cob — hsing |] + ma 1 + 了 TW 站 7 (2.311) 

[=al +a; (2.312) 

证 明 : 建立 汽车 冲 弧 底 时 轮胎 上 作用 的 牵引 力 和 法 向 力 方程 组 ， 与 汽车 冲 弧 顶 情况 的 过 

程 相同 ， 如 图 2. 31 所 示 ， 其 法 向 和 切 向 分 别 对 应 着 z 轴 方 向 和 x 轴 方 向 ， 因 此 ， 汽 车 的 运 
动 控 制 方程 为 








图 2.31 沿 曲 率 半径 为 Ra 的 内 弧 形 道路 上 行驶 的 车 辆 


PF = ma (2.313) 


PF,= mR (2. 314) 
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> Mi =0 
展开 以 上 方程 得 
2F, cos0 +2F,, cos0 - mgsing = ma 
2 
-2F, cos0 -2F, cos0 + mgcos$ =m 二 
H 
2F, aicosb -2F, ascos0 +2(F, +F,)hcos0 


+2F, al sing -2F, aosing -2(F +F,,)hsing =0 


Z 


(2 


(2 
(2 


(2 


.315) 


.316) 


.317) 


.318) 


消去 上 面 式 (2. 316) 和 式 (2.318) 中 的 (+ ) ， 求 得 总 牵引 力 (FP， +。) 和 车 轮 


所 受 法 向 力 P,、F,。 
_ma +mgsing 


F 天 宇 
和 2cosO 





1 a h(1 -sin20) . ] 
F = 二 eee 
"2" | (3 0 lcosgcos20 有 下 | 
h(1 -sin20) 四 | yay 
lcosQcos20 2 RH lcos0 


1 
2 
1 ai h(1 -sin20) . ] 
六 SM 
法 2 me (jje0sb lcosgcos20 | 
1 (lin20) 1 CA 
2 lcosbcos20 2 Ry leos0 


假设 9 非常 小 ， 则 各 作用 力 近 似 等 于 


1 
pe ~ m(a+gsing) 


A, v /Ry a 
2 ~ (Seonp + hsing -4 + a 




















mg l gg / 
PF, al h. a h VvV/Ryal 
2 二 bE cos 中 -sang | 十 7 + 人 
例 77 六 ” 冲 弧 底 汽 车 的 车 轮 载 荷 
考虑 汽车 具有 如 下 参数 


[=2272mm w =1457mm h =230mm al =a» 
m=1500kg v=1l5m/s a=1lm/s’ 
该 车 在 坡 道上 冲 弧 底 ， 道 路 参数 如 下 
RH =40m $=30° 0=2.5° 
则 汽车 上 的 受 力 情 况 为 
F, +F, =4432.97N FF,=4889.1N  F,=5711.52N 


2 
F, +F,=10600.62N mg=14115SN m ee =8437. 5N 
H 
假设 9 很 小 ， 采 用 简化 计算 方法 ， 各 受 力 的 近似 值 为 


(2 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


.319) 


320) 


321) 


322) 


323) 


324) 


325 ) 


326) 


327) 


2 正 向 车 辆 动力 学 63 





F, +F, =4428.75N  F,~4846.93N  F,~5743.6N 
2 - (2. 328) 


A 
及 +F, ~10590.53N mg=14715N mB =8437. 5N 
| 
2.9 小 结 


对 于 对 称 的 刚性 车 辆 直线 行驶 模型 ， 可 以 假设 其 左 侧 车 轮 和 右 侧 车 轮 受 力 情 况 相 同 ， 进 
而 简化 轮胎 作用 力 的 计算 。 
某 汽 车 在 坡度 角 为 的 坡 道上 加 速 行驶 时 ， 前 、 后 车 轮 上 作用 的 法 向 力 已 、 尺 分别 为 
Ff, = me Tcosg 一 0) 万 ma 全 
a 1 h 
mg GS cos 中 十 hsing | + ma 了 
[=al +a,; (2. 331 ) 


式 中 ， 合 括 弧 的 第 一 部 分 ， 二 mg ( 全 cost zsing | 为 表态 部 分 ， 取 决 于 坡度 角 和 质心 位 置 ， 








(2. 329) 


(2. 330) 





+ 六 ma 也 为 动态 部 分 ， 取 决 于 车 辆 加 速度 a。 


2. 10 ”主要 符号 











4a 以 及 % 加 速度 Es 后 轮 上 率 引 力 或 制 动 力 

Qe 前 轮 驱 动车 辆 加 速度 hE 拖 钓 处 水 平方 向 的 力 

Quwd 后 轮 驱 动车 辆 加 速度 4: 车 轮 上 的 法 向 力 

al 第 一 轴 到 质心 的 距离 人 前 轮 上 的 法 向 力 

汪 第 二 轴 到 质心 的 距离 Fs 后 轮 上 的 法 向 力 

a; 第 i 轴 到 质心 的 距离 F. 拖车 车 轮 上 的 法 向 力 

QM 最 大 加 速度 F, 拖 钓 处 的 法 向 力 

Ww atan2(a,b) 的 参量 2 重力 加 速度 

4, B,C  ” 常 参 数 h 质心 高 度 

bi 左 侧 车 轮 到 质心 的 距离 / 拖 钓 万 高 度 
连接 点 到 后 轴 的 距离 I 转动 惯量 

by 右 侧 车 轮 到 质心 的 距离 / 拖 钩 大 第 i 轴 甚 架 的 垂直 刚度 
连接 点 到 拖车 质心 的 距离 1 轴 距 

b3 拖车 车 轴 到 拖车 质心 的 距离 m 汽车 质量 

C 车 辆 质心 m, 拖车 质量 

C， 拖车 质心 M 力矩 

d 高 度 R 轮胎 半径 

力 R 前 轮 轮胎 半径 

F, 车 轮 上 牵引 力 或 制 动 力 R, 后 轮 轮 胎 半 径 

F, 前 轮 上 牵引 力 或 制 动 力 RI 曲率 半径 
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时 间 pr 倾 翻 角 
v 以 及 x 速度 kh 摩擦 系数 
0 临界 速度 下 角 标 
20 轮 距 dyn 动态 
2i 第 i 轴 悬 架 变 形 量 f 前 
X,Y, 2 随 车 坐标 系 坐 标 轴 fwd 前 轮 驱 动 
XX,，Y, Z ”全 局 坐标 系 坐 标 轴 M 最 大 
0 路 面 坡度 角 r 后 
中 路 面 与 水 平 线 的 夹 角 rwd 后 轮 驱动 
pu 极限 倾斜 角 ， 最 大 上 坡 角 st 静态 
习 题 
1. 车 轴 载 荷 


考虑 有 如 下 参数 的 汽车 停放 在 水 平 道路 上 ， 试 求 其 前 轴 和 后 轴 载 集 。 
(a)m=1765kg 人 =1,22m ad =1.62m 
(b)m=1665kg al =1.42m as =1.42m 
(c)m=1245kg al =1.62m on =1. 22m 
2. 质心 距离 比 
标致 907 概念 车 基本 参数 如 下 
m=1665kg 1 =2477mm 
假设 a1/as =1. 131， 试 求 各 轴 载 荷 。 
3. 停放 在 水 平 道 路 上 的 汽车 
对 于 某 停放 在 水 平 道 路 上 的 汽车 ， 考 虑 它 的 如 下 参数 


人 a 
FP, a 
4. 轴 荷 比 
(a) 吉普 CommanderXK 基本 参数 如 下 


m =2309kg [=2781mm 
假设 /FP, =1.22， 试 求 各 轴 载 荷 。 
(b) 宝马 基本 参数 如 下 

m =2900kg /=2933mm 
假设 其 前 、 后 轴 载 荷 比 为 140071500， 试 求 w 和 ww。 
5. 轴 荷 与 质心 距离 比 
1981 年 款 德 劳 瑞 恩 跑车 的 轴 距 








l=2410mm 
假设 
ai/as ~0. 831 m=1361lkg 
试 求 其 前 、 后 轴 载 荷 。 
6. 质心 横向 位 置 





2 正 向 车 辆 动力 学 





例 44 中 ,假设 汽车 左 侧 比 右 侧 重 4% ， 试 求 汽车 后 部 的 六 和 妨 。 
7. 太 前 、 后 轮胎 不 同 的 情况 
证 明 式 (2.35) 和 式 (2. 36)。 
8. 质心 高 度 
迈 凯 轮 SLR722 跑车 参数 如 下 
m =1649kg 1 =2700mm 

前 轮 轮 胎 .255/35ZR19 后 轮 轮 胎 :295/30ZR19 

前 轴 被 抬 高 到 五 =540mm， 假设 
al = a» F, =0. 68mg 

试 求 汽车 质心 高 度 。 
9. 女 质 心 高 度 极限 
质心 高 度 方程 式 中 ,hh 的 关系 为 


2F., 
h=R+ ( = atb 
能 误 


mg 
4 一 0 时 ，cot$ 一 w% 。 试 解释 为 什么 不 能 就 此 判断 说 h 一 o% 。 
10. 娘 以 d 为 参量 计算 的 质心 高 度 

















例 45 中 实验 中 不 测量 角度 p， 而 是 通过 测量 支撑 液压 氏 高 度 4 来 进行 质心 高 度 计算 ， 


结合 图 2. 32 以 d 为 参量 重新 计算 质心 高 度 h。 


F 


X2 


11. 停放 在 上 坡 道路 上 的 汽车 
兰博基尼 Gallardo 汽车 参数 如 下 
m =1430kg [=2560mm 

















(a) 假设 
al =a» h =520mm 





汽车 停放 于 一 坡度 角 为 由 = 30* 的 斜坡 道路 上 ， 驻 车 制动器 制 动 后 车 轮 ， 求 力 严 ，F, 和 


D 


(b) 假设 ww =1， 求 汽车 驻 车 的 极限 坡度 角 由 。 


(h—R)sing 








hecosp 





2.32 ”以 支撑 液压 拭 高 度 d 取代 坡度 角 由 为 参量 确定 质心 高 度 


00 
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PF,o 


2 


角 为 


12. 上 坡 道路 驻 车 
劳 斯 莱 斯 Phantom 汽车 参数 如 下 
m =2493kg [=3570mm 

假设 该 汽车 在 上 坡 道路 上 驻 车 ， 并 有 

al =a2 h =670mm 4 =30° 
求 下 面 各 种 情况 下 车 轮 上 作用 的 力 : 
(a) 前 轮 制 动 。(b) 后 轮 制 动 。(c) 四 轮 制 动 。 
13. 停放 在 下 坡 道路 上 的 汽车 
当 汽 车 停放 在 下 坡 道路 上 ， 问 题 及 相关 条 件 参 照 第 11 题 。 
14. 倾 翻 角 情况 下 的 受 力 


























试 求 后 轮 制 动 的 汽车 在 上 坡 道路 上 驻 车 时 ， 处 于 倾 翻 角 情况 下 的 制 动 力 2F, 和 法 癌 力 


15. 女 上 坡 道路 坡度 角 


驻 车 于 上 坡 道 路 上 的 汽车 ， 假 设 其 前 、 后 车 轮 上 作用 力 F, 和 ,已 知 ， 试 证 其 路 面 坡度 





一 下 LA 下 
4 -an| 9 ot 和 | 


h+rh(F,/F,) 
16. 最 大 加 速度 
本 田 CR -V 汽车 参数 如 下 : 
m=1550kg l=2620mm 

假设 

al = ao h =720mm :三 0.8 
求 下 面 各 种 情况 下 汽车 的 最 大 加 速度 : 
(a) 汽车 后 轮 驱动 。(b) 汽车 前 轮 驱 动 。(c) 汽车 四 轮 了 驱动。 
17. 六 水 平 路 面 上 的 加 速度 


某 汽 车 在 水 平 路 面 上 加 速 行驶 ， 假 设 其 前 、 后 车 轮 上 作用 力 F, 和 ,已 知 ， 试 证 其 加 束 


CQ2 -a(F, /PF,) 
有 





a 


18. 次 a/g 的 斜率 


比较 arwd/8, awd/ 8, atwp/ 8 和 arwp/ 8 的 斜率 ， 考察 其 中 是 否 有 等 式 关系 > 


19. 次 坡 道行 驶 的 加 速度 


某 汽车 在 坡 道 上 加 速 行驶 ， 假 设 其 前 、 后 车 轮 上 作用 力 F, 和 ,已 知 ， 试 以 P/F 为 





参量 


求 汽车 加 速度 a。 
20. 0 ~100km/h 最 小 加 速 时 间 
RoadRazer 轻型 后 轮 驱 动 跑车 的 参数 如 下 
m =300kg l=2286mm h =260mm 


假设 a =a,， 奉 该 车 能 够 在 1=3.2s 内 实现 0 ~100km/bh 的 加 速 ， 


则 摩擦 系数 最 小 应 为 
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多 少 ? 

21. 全 轮 驱 动 汽车 的 车 轴 载 荷 

证 歌 Courage 全 轮 驱动 汽车 参数 如 下 

m=2569.6kg 1=2946.4mm 

假设 al =a,，h=760mm， 求 汽车 在 以 加 速度 a = 1.7mxs “行驶 时 各 轴 的 载荷 。 

22. 女 带 拖车 的 汽车 

大 众 Touareg 全 轮 驱 动 汽车 参数 如 下 

m =2268kg [=2855mm 
假设 o = o ， 该 车 牵引 一 拖车 行驶 ， 拖 车 参数 为 ; 
m,=600kg hh =hy 
b1 =855mm b, =1350mm b3 =150mm 

若 该 车 在 水 平 路 面 上 以 加 速度 a =2m/s 行驶 ， 试 求 拖 钩 上 的 作用 力 。 

23. 侧 倾 停放 的 汽车 

卡 迪 拉克 Escalade 汽车 参数 为 : m = 2569. 6kg，/ = 2946. 4mm ， wr = 1732.3mm, w, = 
1701. 8mm。 假 设 5 =5,，h =940mm， 采 用 平均 轮 距 值 求 汽车 侧 倾 停放 在 坡度 角 $=12° 的 
坡 上 的 各 轴 载 荷 。 

24. 女 侧 倾 停 放 的 汽车 (zwr 天 wo) 

求 前 轮 距 和 后 轮 距 不 同 的 汽车 ， 侧 倾 停放 在 坡 上 时 的 各 轴 载 荷 。 

25. 女 侧 倾 坡 道 的 侧 倾角 

某 汽车 在 侧 倾 坡 道 上 ， 假 设 其 前 、 后 车 轮 上 作用 力 FP, 和 ,已 知 ， 试 证 坡 道 的 侧 倾角 为 

0 -bi(F, /FPF,) 

h+h(F, /PF,) | 











中 = we 


26. 最 佳 牵 引力 
三 葵 Outlander 全 轮 驱 动 SUV 汽车 参数 为 : m =1599kg, 1 =2669. 6mm，w = 1539. 3mm。 
假设 a =a,，h=760mm, J =0.75， 计算 获得 最 大 加 速度 的 最 佳 窑 引 力 比 P/F 。 
27. 女 三 轴 汽 车 
雪铁龙 Cruise Crosser 三 轴 越 野 皮卡 的 参数 为 : m =1800kg, al =1100mm,， a, =1240mm， 
do =1500mm，j =12800N/m，h， = 14000NMm， 态 = 14000N/m。 试 求 汽车 在 水 平 路 面皮 
速 行 驶 时 各 轴 的 载荷 。 
28. 女 外 凸 弧 项 上 的 汽车 
试 证 汽车 在 外 凸 跑 项 上 时 
fF, wv/Ra-e)+ah 
PF, a(v/Ry -ge) -ah 





29. 太 内 四 弧 底 上 的 汽车 
试 证 汽车 在 内 四 弧 底 上 时 

Fy a (VV /RE +g) -ah 
F a (WR +g) +ah 


引 





轮胎 是 车 辆 与 地 面 作用 的 主要 部 件 ， 车 辆 性 能 也 主要 受 其 所 用 轮胎 特性 的 影响 。 轮 胎 影 
响 车 辆 的 操纵 性 、 驱 动 性 、 和 舒适 性 和 
燃油 消耗 ， 理 解 轮胎 的 重要 性 ， 必 须 
认识 到 车 辆 唯 有 借助 轮胎 上 的 纵向 力 、 
法 向 力 和 侧 向 力 才 能 机 动 行驶 这 一 事 
实 。 

图 3. 1 所 示 为 某 一 承受 垂 向 负载 
的 静止 轮胎 ， 为 建立 轮胎 - 地 面相 互 
作用 模型 ， 首 先 要 确定 轮胎 接地 印迹 ， 
并 对 接地 印迹 上 力 的 分 布 进行 科学 描 
述 。 图 3.1 承受 垂 向 负载 的 静止 轮胎 
3.1 轮胎 坐标 系 和 轮胎 力 系 


为 描述 轮胎 - 地 面 的 相互 作用 和 轮胎 力 系 ， 假 设 轮胎 置 于 水 平地 面 ， 在 接地 印迹 中 心 建 
立 笠 卡 儿 坐 标 系 ， 如 图 3.2 所 示 。 其 * 轴 沿 轮胎 平面 与 地 面 的 交 线 方向 ， 轮 胎 平面 是 指 将 轮 
从 极度 变 罕 演 化 成 的 一 个 平面 。z 轴 垂 直 于 地 面 ， 与 重力 加 速度 g 方向 相反 ，y 轴 根 据 坐标 
系 的 右手 定 则 确定 。 

外 倾角 y 和 侧 偏 角 a 两 个 角 被 用 R 
来 表示 轮胎 的 空间 方位 ， 外 倾角 是 指 。 外 倾角 7 人 nt 
轮胎 平面 与 过 * 轴 的 垂直 平面 的 夹 角 ， : 
该 角 从 前 视图 方向 观察 更 加 清晰 ， 如 
图 3.3a 所 示 。 侧 偏 角 是 指 过 z 轴 的 束 
度 矢 量 与 轴 之 间 的 夹 角 ， 该 角 从 人 
视图 方向 观察 更 加 清晰 ， 如 图 3.3b 所 
砂 。 

假设 轮胎 所 受 地 面 作 用 力 的 合力 









SS 
SN 轮胎 中 心 线 














在 接地 印迹 的 中 心 ， 并 可 沿 > 轴 、7y 轴 Wee 
和 z 轴 分 解 ， 这 样 ， 轮 胎 与 地 面 的 相互 “A 
作用 构成 了 一 个 包括 三 个 力 和 三 个 力 = 











和 矩 的 三 维 (3D) 力 系 ， 如 图 3.2 所 示 。 加 3.2 轮胎 坐标 系 
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能 贻 中 心 线 
































a) 轮胎 前 视图 及 外 倾角 的 度量 b) 轮胎 俯视 图 及 侧 偏 角 的 度量 
图 3.3 外 倾角 和 侧 偏 角 











1) 纵 癌 力 F。 该 力 沿 x 轴 作 用 ， 纵 向 力 合力 在 汽车 加 速 时 有 Ff, >0， 汽 车 制 动 时 有 
书 .<0， 纵 向 力 又 称 作 正 向 力 。 

2) 法 向 力 f,。 该 力 沿 垂直 于 地 平面 的 方向 作用 ， 法 向 合力 向 上 时 有 已 >0， 传 统 轮胎 
和 路 面 无 法 实现 已 <0， 法 向 力 又 称 为 垂 向 力 或 车 轮 载 荷 。 

3) 侧 向 力 玉 。 该 力 治 与 地 面相 切 方 向 作用 ， 并 同时 与 玉 和 Fr, 正 交 ， 侧 向 合力 在 与 y 
轴 正 方向 相同 时 及 , >0。 

4) 侧 倾 力 矩 MK 。 该 力矩 为 一 个 绕 x 轴 的 纵向 力矩 ， 当 侧 倾 力矩 的 合力 和 矩 趋 向 于 使 轮胎 
绕 x 轴 滚 转 时 ， 有 慌 >0。 侧 倾 力矩 又 称 作 内 倾 力 矩 ， 倾 斜 力矩 或 倾覆 力矩 。 

5) 俯仰 力矩 Wi 。 该 力矩 为 一 个 绕 y 轴 的 侧 向 力矩 ， 当 俯仰 力矩 的 合力 和 矩 趋向 于 使 轮胎 
绕 y 轴 向 前 转动 时 ， 有 MM, >0。 俯 仰 力矩 又 称 作 滚动 阻力 矩 。 

6) 横 摆 力矩 M,。 该 力矩 为 一 个 绕 z 轴 的 矢量 方向 向 上 的 力矩 ， 当 横 摆 力矩 的 合力 矩 趋 
向 于 使 轮胎 绕 z 轴 转 动 时 ， 有 M, >0。 横 摆 力 矩 又 称 作 回 正 力矩 ， 自 回 正 力矩 或 钻 转 力矩 。 

以 上 即 为 地 面 作用 在 轮胎 上 的 力 系 ， 其 他 对 车 轮 的 作用 力 均 作用 在 车 轴 上 ， 从 车 辆 传 给 
轮胎 的 驱动 力矩 或 制 动 力 矩 ， 称 作 车 轮转 矩 7。 

例 78 轮胎 坐标 系 原点 

对 某 一 外 倾 轮胎 ， 并 不 是 总 能 够 方便 地 找到 或 定义 作为 轮胎 坐标 系 原点 的 接地 印迹 中 心 
点 。 实 际 应 用 中 将 轮胎 坐标 系 原点 设 在 零 外 倾角 和 和 零 侧 偏 角 时 轮胎 平面 与 地 面 交 线 的 中 点 
上 ， 这 样 ， 轮 胎 在 水 平 路 面 竖 直 静止 放置 时 ， 轮 胎 坐 标 系 原点 会 处 于 接地 印迹 的 中 心 点 。 

例 79 娘 SAE 轮胎 坐标 系 

图 3. 4 所 示 为 美国 汽车 工程 师 协会 (SAE) 采用 的 轮胎 坐标 系 。 轮 胎 静 止 时 该 坐标 系 的 
原点 处 于 接地 印迹 中 心 点 ， 其 x 轴 和 轮胎 平面 与 地 面 的 交 线 重合 ，z 轴 垂 直 于 接地 印迹 ， 向 
下 为 正 ; y 轴 在 地 平面 上 ， 向 右 为 正 ， 以 保证 构成 符合 右手 定 则 的 坐标 系 。 

基于 上 述 坐 标 系 设计 ， 一些 正 的 角度 和 力 处 于 坐标 轴 的 负 方 向 上 。 在 不 至 于 造成 误 读 和 
混淆 的 情况 下 ， 有 一 些 作者 会 将 某 些 负 坐标 轴 方 向 上 的 力 看 作 正 值 。 但是， 并 不 是 所 有 应 用 
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SAE 坐标 系 的 作者 都 采用 这 种 符 

号 以 及 力 与 角度 的 正方 向 定义 ， i 
他 们 通常 不 说 明 坐 标 轴 方 向 ， 而 
是 会 指明 右 侧 和 左 侧 。 例 如 ， 将 
轮胎 向 右 侧 偏 时 看 作 侧 偏 角 a 为 
正 值 ， 此 外 ， 按照 SAE 的 惯例 ， 
同一 车 辆 的 左 侧 轮 胎 外 倾角 和 右 
侧 轮胎 外 倾角 符号 应 相反 ， 因 此 ， wo 
左 侧 轮胎 向 右倾 斜 时 有 正 外 倾角 ， 
右 侧 轮胎 向 左倾 斜 时 有 正 的 外 倾 ， 一 
角 。 人 





轮胎 中 心 线 





> AM 1N 
SAE 坐标 系 和 图 3.2 中 的 从 Mev 和 
标 系 可 以 任意 选用 ， 但 是 ，z 轴 向 
下 这 种 定义 方式 有 时 会 造成 不 便 
和 混淆 。 


3.2 轮胎 刚度 


作为 常用 的 近似 计算 ， 轮 胎 垂 向 力 F, 可 以 看 作 轮 胎 垂直 方向 上 变形 量 Az 的 线性 函数 ， 
其 中 Az 为 在 轮胎 中 心 位 置 测 得 。 


3.4 SAE 轮胎 坐标 系 





F_.=kAz (3.1) 
系数 称 为 z 方 向 轮胎 刚度 。 同 样 ， 轮 胎 对 侧 向 力 和 纵向 力 的 反作用 力也 可 以 做 如 下 近似 
计算 

F,=k,.Ax (3.2) 

F,=k,Ay (3.3) 
式 中 ,系数 和 所 分 别称 作 x 方向 和 y 方向 的 轮胎 刚度 。 

证 明 : 轮胎 动力 学 中 ， 轮 胎 在 x、y、z 三 个 方向 作用 力 下 的 变形 情况 是 最 重要 的 轮胎 特 
性 ， 通 常 基于 实验 计算 轮胎 刚度 ， 轮 胎 刚度 与 其 机 械 属 性 和 环境 特性 有 关 。 

如 图 3. 5 所 示 为 在 水 平 坚硬 地 面 上 承受 垂直 载荷 的 轮胎 ， 该 轮胎 会 在 载荷 作用 下 产生 变 
形 并 形成 一 个 高 压 接触 区 来 平衡 垂直 载荷 。 

图 3. 6 所 示 为 某 一 实验 测量 的 以 (FF,，Az) 为 轴 的 刚度 曲线 图 ， 该 曲线 可 以 通过 一 个 
由 曲线 拟 合 获得 的 数学 函数 表达 。 





F,=f( Az) (3.4) 
但 是 ， 在 常用 范围 内 通常 可 以 采用 线性 近似 方法 计算 。 
已 = 到 从 (3.5) 
系数 jg 为 实验 刚度 曲线 在 零 值 处 的 斜率 ， 并 用 刚度 系数 记 表示 。 
ln (0 


A 00( Az) 
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变形 量 /mm 





3.6 某 轮 胎 的 垂直 刚度 曲线 











因此 ， 根 据 定 义 可 得 轮胎 垂直 变形 量 Az 与 法 向 轮胎 力 F, 成 正比 。 
F,=k.Az (3.7) 
刚度 曲线 受 很 多 因素 影响 ,其 中 最 重要 的 影响 因素 是 轮胎 充气 压力 ， 因 为 轮胎 对 地 面 只 能 施 
加 压力 ， 所 以 法 向 力 只 能 大 于 零 ， 即 ,>0。 
轮胎 侧 向 力 / 变 形 量 和 纵向 力 / 变 形 量 的 状态 还 受 实验 中 所 施加 力作 用 方向 的 影响 ， 轮 胎 
承受 垂直 载荷 时 ， 其 侧 向 力 和 纵向 力 会 受 摩擦 力 的 影响 。 如 图 3. 7 所 示 为 某 纵 向 刚度 曲线 和 
侧 向 刚度 曲线 与 垂直 刚度 曲线 的 对 比 。 
常用 范围 内 的 轮胎 纵向 刚度 和 横向 刚度 处 于 曲线 的 线性 部 分 ， 可 以 用 线性 公式 计算 。 
F, = 有 Ax (3.8) 
F,=k,Ay (3.9) 
系数 和 ,分 别称 作 x 方向 轮胎 刚度 和 y 方向 轮胎 刚度 ， 可 以 通过 测算 (,，Ax) 和 
(，Ay) 平面 内 刚度 曲线 的 斜率 获得 。 








_ of 
nr 人 
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垂直 、 纵 向 和 侧 向 变形 量 /mm 
图 3.7 垂直 、 纵 向 和 侧 向 刚度 曲线 


0 
及 = 卫生 
纵向 力 和 侧 向 力 增 大 时 ， 部 分 接地 印迹 区 域 开始 在 地 面 上 蠕动 和 滑 移 ， 最 终 接地 印迹 部 
分 开始 整体 滑动 。 此 时 ， 作 用 力 饱 和 并 达到 轮胎 承受 纵向 力 和 侧 向 力 能 力 的 最 大 值 。 
当 以 变形 量 为 0 的 位 置 为 参照 基础 测量 变形 位 移 时 ， 可 以 分 别 以 x、y 和 z 代替 Ax、Ay 
和 Az。 一 般 轮 胎 的 x 方向 ， 即 纵 回 刚度 最 大 ，y 向 ， 即 侧 向 刚度 最 小 。 
有 >k, > 


(3. 12) 
图 3. 8 所 示 为 轮胎 在 侧 向 力 和 纵向 力作 用 下 的 变形 情况 。 
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3.8 轮胎 纵向 变形 和 侧 向 变形 的 示意 图 





图 





例 80 克 ” 非 线性 轮胎 刚度 

进行 较为 准确 的 建 模 上 时， 轮胎 上 的 垂直 力 Fr 是 法 向 轮胎 变形 量 z 和 变形 率 z 的 函数 。 
F.=F.(z,2) = +, (3. 13) 

在 进行 初步 估算 时 ， 可 以 假设 F, 是 一 个 静态 部 分 和 一 个 动态 部 分 的 综合 ， 静 态 部 分 为 


非 线 性 项 ， 通 常 可 以 表示 成 轮胎 垂直 变形 量 的 多 项 式 方程 ， 动 态 部 分 与 轮胎 垂直 方向 速度 成 
正比 。 


及 =k z+hk 2 +hz (3. 14) 
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F, =haz (3. 15) 
常量 如 ，h 和 后 根据 (,，z) 平面 实测 刚度 曲线 的 第 一 斜率 、 第 二 斜率 和 第 三 斜率 计算 
得 出 ,常量 是 (F,，z) 平面 曲线 的 第 一 斜率 ， 代 表 轮 胎 阻尼 。 

二 0 人 0) 











9 0z 2 “21 2 和 3 O02 (9) 
oF.(0 

A (3. 17 ) 
OZz 


对 于 205/50R15 轿车 轮胎 的 第 一 斜率 值 约 为 hh =200000N/m， 对 于 X315/80R22.5 货车 轮胎 
的 第 一 斜率 值 约 为 =1200000N/m。 

阻尼 由 轮胎 各 衬 层 之 间 的 摩擦 产生 ， 所 以 衬 层 数 越 多 的 轮胎 阻尼 越 大 ， 轮 胎 阻 尼 还 随 速 
度 增 大 而 减 小 。 

例 81 娘 ”迟滞 效应 

橡胶 是 一 种 黏 弹性 物质 ， 因 此 ， 其 加 载 和 钊 载 时 的 刚度 曲线 并 不 完全 相同 。 岁 3. 9 所 示 
为 某 橡胶 轮胎 的 加 载 和 钊 载 曲线 ， 该 曲线 形成 了 一 个 封闭 回路 ， 钊 载 曲线 在 下 ， 加 载 曲 线 在 
上 。 封 闭 回路 内 部 的 面积 表示 加 载 和 印 载 过 程 中 的 能 量 消耗 量 。 轮 胎 承 载 着 车 重 深 动 时 ,将 
重复 经 历 变形 和 复原 的 交替 循环 ， 能 量 以 热能 形式 散 掉 ， 这 种 行为 是 迟滞 性 物质 的 共有 属 
性 ， 称 为 返 灌 性 。 可 以 说 ， 迟 滞 性 是 橡胶 等 变形 物质 的 一 种 特性 ， 其 变形 时 吸收 的 能 量 大 于 
复原 时 释放 的 能 量 。 能 量 消耗 量 与 轮胎 的 机 械 性 能 有 关 ， 橡 胶 的 迟滞 能 量 损失 随 温度 的 升 高 
而 减少 。 
























































变形 量 /mm 











到 3.9 轮胎 垂直 加 载 和 印 载 时 的 迟 消 回 路 








迟滞 效应 导致 承载 橡胶 在 负载 去 除 后 不 能 完全 回 弹 ， 考 虑 某 高 迟滞 性 赛车 轮胎 滚 过 不 平 
整 路 面 的 情况 ， 变 形 轮胎 复原 较 慢 ， 从 而 使 其 不 能 对 接地 印迹 后 部 路 面 施 加 和 轮胎 前 部 地 面 
一 样 大 的 推力 ， 这 种 前 面 和 后 面 的 压力 差 产生 了 阻力 ， 这 是 滚动 阻力 的 来 源 。 

赛车 采用 高 迟滞 性 轮胎 以 增 大 摩擦 力 和 牵引 力 ， 民 用 车 采用 低 迟 滞 性 轮胎 以 减 小 滚动 阻 
力 ， 其 工作 温度 也 低 。 轮 胎 迟 滞 性 水 平反 过 来 也 会 影响 制 动 距离 ， 高 迟 沛 性 轮胎 制 动 距离 较 
短 ， 但 是 轮胎 磨损 较 快 ， 寿 命 较 短 。 
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3.3 有效 半径 
如 图 3. 10 所 示 ， 一 个 受 垂直 载荷 的 车 轮 在 水 平 路 面 上 滚动 ， 车 轮 的 有 效 半 径 尽 .， 又 称 
滚动 半径 定义 为 





R, 全 (3.18) 
式 中 ,vw 为 车 轮 前 进 速度 ，w = ww 为 车 轮 角速度 。 有 效 半径 尺 , 近似 等 于 
R,-—R, 
R,=R 三 “3 (3. 19) 
其 值 介 于 无 负载 半径 或 几何 半径 R, 与 负载 高 度 Ri 之 间 
R, <R, <R, (3. 20) 
人 








地 平面 





3. 10 有效 半径 R, 与 轮胎 几何 半径 Re 和 负载 高 度 Ri 的 对 比 
证 明 : 轮胎 有 效 半径 R, =w/w 通过 测量 轮胎 角速度 w = w、 和 前 进 速度 ww 确定。 轮胎 
滚动 过 程 中 ， 其 圆周 上 的 各 个 部 分 在 通过 接地 区 域 时 被 压 平 ， 应 用 中 可 以 用 接地 印迹 的 直线 
长 度 代 替 接 地 部 分 的 弧 长 来 计算 有 效 半径 。 轮 胎 的 重 直 变形 量 > 


R,—R,=R,(1 -cosp) (3. 21) 

且 有 
R; = Ricosp (3. 22) 
a =R,sing (3.23) 


如 果 把 轮胎 运动 看 作 是 半径 为 R, 的 刚性 圆 盘 的 滚动 ， 则 轮胎 需要 转动 角度 p 以 使 其 向 前 运 
动 vc=~Ruvp 的 距离 。 





a=R,sing~R, 9 (3. 24) 
故 有 
及 _ Rsing (3.25) 
9 
将 “以 泰勒 级 数 展开 得 到 
R, -Ra 于 0(e | (3.26) 


通过 式 (3.21) 可 以 近似 认为 
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cosp =1-— 3 (3. 27 ) 

2 及 
D=~2(1-cosp)=2|1- 一 (3. 28 ) 

As 

因此 
天 1 R,\)_2 1 
AR -3 - 寻 )]- 3 Re + 本 名 (3. 29 ) 
因为 R, 是 轮胎 负载 的 函数 

Ri =R,(F,) =R, -PF/k, (3. 30) 


有 效 半径 R, 也 是 轮胎 负载 的 函数 ,角度 9 称 为 接地 印迹 角 或 轮胎 接地 角 。 

相同 情况 下 ， 子 午 线 轮 胎 的 垂直 刚度 比 非 子 午 线 的 垂直 刚度 小 ， 所 以 子午 线 轮 胎 的 负载 
高 度 R, 也 小 于 非 子 午 线 轮胎 负载 高 度 。 但 是 ,子午线 轮胎 的 有 效 半 径 R, 更 接近 于 其 无 负 
载 半径 RR,。 进 行 估算 时 ， 对 非 子 午 线 轮胎 有 R, =0. 96R,，R =0.94R,; 而 对 子午 线 轮 胎 有 
R, =0.98R,, R, =0.92R,。 

综 上 所 述 ， 轮 胎 有 效 半径 R, 取决 于 轮胎 的 类 型 、 刚 度 、 负 载 情况 、 充 气压 力 和 前 进 速 
度 。 

例 82 轮胎 转动 

P235/75 R15 轮胎 的 几何 单 径 Rs =366.9 mm， 因 为 

hr =235 x75% =176. 25mm ~6. 94in (3.31) 





因此 ， 
_2hr +15 2x6.94+15 
8 2 
配置 这 种 轮胎 的 车 辆 在 较 高 速度 下 行驶 ， 设 行驶 速度 为 "=50m/s =180km/h， 该 轮胎 为 子午 
线 轮 胎 ， 故 其 有 效 半 径 R, 约 等 于 





=14. 44in~366. 9mm (3. 32) 


R, ~0. 98R, ~359. 6mm (3.33) 
车 辆 行驶 过 d =100km 的 距离 后 ， 轮 胎 转 过 nl =44259 圈 。 
d 100 x 103 





=44259 (3. 34) 


nl 


TD 25x359.6x1073 
现 假设 车 辆 在 低 胎 压 情 况 下 行 怠 了 相同 的 距离 d = 100km ， 这 样 其 有 效 半径 接近 于 负载 





R, ~R, ~0. 92R, =330. 8mm (3.35) 
轮胎 需要 滚动 n, =48112 圈 才 能 行驶 d =100km。 
S| 
me D0 (3. 36) 





TD 2 站 x330.8 x10-3 
例 83 ”轮胎 在 低 于 地 面 处 滚动 
根据 定义 ,行驶 中 负载 轮胎 的 等 效 半径 R, 等 效 于 一 个 以 与 轮胎 相同 角速度 w 滚动 ， 同 
时 以 与 轮胎 相同 速度 ， 移动 的 刚性 圆 盘 的 半径 。 
= 及 (3.37) 
然而 ， 因 为 R， > R; ， 等 效 圆 盘 应 该 在 某 低 于 地 面 的 硬 路 面 上 滚动 ， 两 个 面 之 间 的 距离 如 图 
3. 11 所 示 ， 为 尺 , - 尺 。 
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3.11 在 低 于 地 面 的 等 效 地 面 上 滚动 的 等 效 轮胎 


例 84 接地 印迹 区 内 轮胎 的 压缩 和 膨胀 

轮胎 的 纵向 变形 会 导致 轮胎 面 上 任 一 点 的 圆周 速度 产生 周期 性 变化 ， 当 接近 接地 印迹 起 
始点 时 ， 其 速度 降低 ， 并 发 生 圆周 向 压缩 。 轮 胎 面 在 接地 印迹 的 前 半 部 分 被 压缩 ， 然 后 在 接 
地 印迹 的 后 半 部 分 逐渐 脱 胀 ， 接 地 印迹 接触 区 内 的 轮胎 面 几乎 与 地 面 固定 在 一 起 ， 假 设 接地 
印迹 中 心 点 处 的 轮胎 相对 于 地 面 的 速度 为 0， 轮 胎 贺 周 单元 相对 于 地 面 的 相对 速度 在 0 到 大 
约 两 倍 的 轮胎 中 心 前 进 速 度 w 之 间 变 化 ， 相 对 速度 最 大 人 处 在 轮胎 项 部 。 

例 85 太 ”接地 印迹 区 内 轮胎 边缘 各 点 的 径 向 运动 

在 与 地 面 接触 的 过 程 中 ， 轮 胎 边 缘 单 元 的 径 向 变形 量 可 以 用 下 面 的 函数 描述 

d=d(0) (3. 38) 

假设 轮胎 边缘 各 单元 在 与 地 面 接触 的 过 程 中 仅 有 沿 径 向 的 运动 ， 如 图 3. 12 所 示 。 








d， 轮 胎 变 形 量 
图 3. 12 ”接触 区 内 轮胎 上 边缘 各 点 的 径 向 运动 


用 -=r(9) 表 示 与 垂直 方向 旺 0 度 角 处 的 半径 截断 长 度 ， 故 有 
cosg = R,/r COSO -元 (3. 39 ) 
g 
式 中 ，9p 为 接地 角 半 角 ， 这 样 可 得 


_p COsp 
8 cosO 





(3.40) 
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所 以 ， 变 形 量 函 数 为 





R 
d=R, -7(0) =R, [1 - a ] -P<O<Dp (3. 41) 


Rucos0 

例 86 文 ” 胎 面 运动 

车 辆 匀速 行驶 时 ， 跟 踪 轮 胎 胎 面 上 某 一 单元 相对 于 轮胎 中 心 的 运动 ， 会 发 现 该 单元 将 转 
绕 其 旋转 轴 转 动 。 尽 管 车 轮 以 某 一 均匀 角速度 w 旋转 ， 其 轮胎 胎 面 单元 却 并 非 作 匀速 运动 。 
在 胎 面 单元 位 于 轮胎 顶部 时 ， 半 径 等 于 轮胎 的 无 载荷 几何 半径 R.， 胎 面 单元 相对 于 车 轮 中 
心 的 速度 为 Re. w 。 随 着 轮胎 的 转动 ， 胎 面 单元 逐渐 接近 轮胎 接地 印迹 前 缘 ， 速 度 开始 下 降 。 
台面 被 沿 径 向 压 实 ， 并 在 接地 印迹 前 部 区 域 被 挤 压 。 继 而 ， 随 着 胎 面 单元 移 问 接地 印迹 后 
缘 ， 胎 面 在 接地 印迹 后 部 区 域 伸展 开 ， 并 还 原 ， 胎 面 单元 在 接地 印迹 中 心 的 速度 为 R, mw。 


r=R, cosp -pp<b<p (3.42) 
8 cosO 


式 中 ，9 为 接地 角 半 角 ，9 为 轮胎 转动 角 ， 如 图 3. 12 所 示 。 轮 胎 转动 的 角速度 为 w= 6， 速 
度 恒定 。 则 接地 印迹 区 内 胎 面 相对 于 车 轮 中 心 的 径 向 速度 r 和 径 向 加 速度 7 为 








sinO 




















r=-R wocosy - (3. 43 ) 
os20 
7 =R ww, (2 — cos’0) (3.44) 
’ COS 
图 3. 13 所 示 为 某 轮 胎 的 > 、r 和 + ， 轮 胎 参数 为 
8j mm/s) 
6 
4 
Rs = 0.5m 
wW =60rad/s 
p=15 
图 3.13 轮胎 印迹 区 内 胎 面 的 径 向 变形 量 ， 速 度 和 加 速度 
R, =0.5m p=15° ww =60rad/s (3.45) 
在 0=0 时 > 最 小 ,此 时 > 比 R, 小 1.7cm。 
T 
COS 12 
及 =r,;, =0.5 =0.483m (3. 46) 
COS 





. 


0 
某 轮胎 单元 用 时 +=6/w = 五 /60 = =4.363 x10-3s 通过 接地 印迹 ， 胎 面 单元 的 最 大 径 向 速度 和 
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最 大 加 速度 分 别 为 8m/s 和 2050m/s?。 

例 87 克 ”轮胎 附着 假设 下 的 运动 学 矛盾 

某 一 轮胎 以 均匀 角速度 滚动 ， 理 想 状 况 下 ， 该 轮胎 与 接地 印迹 内 地 面 接触 的 胎 面 单元 应 
保持 相对 于 轮胎 中 心 的 均匀 相对 速度 。 这 种 过 程 中 的 矛盾 现象 可 以 表示 为 





w= -0=cte x =v=R,w= cte (3.47) 
运动 学 约束 方程 求 倒数 得 
x=rsing R, = rcosO -p<0<9 (3. 48) 
然后 得 
v= rsing -rwcosg 0 = rcosg +rwsing (3. 49 ) 
消去 其 中 的 > 得 
Se Ricos0 = — R,cospceos0 (3. 50) 


式 (3.50) 与 式 (3.42)、 式 (3.47) 存在 矛盾 ， 即 式 (3.47) 中 的 两 个 条 件 不 能 同时 被 
满足 ， 即 w= - 09 关 cte 或 x = 天 cte。 因 为 ， 使 轮胎 保持 均匀 角速度 可 行 ， 即 w = cte， 所 以 ， 
轮胎 胎 面 不 会 附着 于 地 面 ， 而 是 会 在 地 面 上 滑动 。 因 此 
x = 天 cte (51) 
例 88 文 ”接地 印迹 内 的 速度 分 析 
考虑 某 滚动 轮胎 的 胎 面 单元 ， 在 该 单元 到 达 接 地 印迹 区 之 前 ， 其 相对 于 轮胎 中 心 的 速度 


为 一 切 向 速度 。= Rsw。 该 单元 进入 接地 印迹 区 后 ， 其 半径 即 以 ? = - Ruocosp 的 速率 


变化 ， 此 时 该 单元 速度 有 两 个 分 量 : 径 向 速度 r 和 切 向 速度 v=rw ， 由 于 单元 必须 附着 于 地 
面 ， 其 合成 速度 矢量 应 在 沿 地 面 的 方向 。 图 3. 14 所 示 为 该 系统 的 运动 学 关系 。 














图 3.14 轮胎 印迹 区 内 胎 面 的 速度 分 析 





因此 ， 接 地 印迹 中 胎 面 单元 的 速度 等 于 


inb Y COSO 人 
= Wr2+P 产 o? -Rs Wom + | 民 OO 











s20 cosO 
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COSO 


= 有 Re w 37 -pp<0O<mp (3.52) 
COS 
在 地 面 速度 vc 和 角速度 w 之 间 存 在 一 约束 方程 ， 根 据 该 方程 可 以 计算 出 地 面 速度 。 
人 a=R,sing (3.53) 


车 地 面 速度 vc = awve 为 匀速 ， 则 可 以 确定 轮胎 胎 面 相对 于 地 面 的 速度 v1。 
sinp _ R _ | 
cos20 8 【cos’0 9 
图 3. 15 所 示 为 某 轮胎 在 较 高 速度 时 其 接地 印迹 内 的 胎 面 速度 " 的 变化 情况 ， 轮 胎 参 数 
如 下 


COSO 











Va =V -ve = 及 sw -Rw (3.54) 


R, =0.5m p=15° w =60rad/s (3.55) 








Rg=0.5m 
w=60rad/s 
?p=15° 





T T > 9/(°) 
5 10 


图 3.15 轮胎 印迹 区 内 胎 面 单元 的 速度 变化 图 























图 3. 16 为 同一 轮胎 在 不 同 接地 印迹 角 o 下 的 相对 速度 的 变化 图 。 理 论 上 讲 ， 胎 面 不 
在 接地 印迹 区 内 时 ， 胎 面 速 度 为 "=Rew 。 胎 面 单元 一 旦 进入 接地 印迹 ， 其 速度 就 跃升 为 " = 
Rw/cosp 。 然后 胎 面 单元 速度 逐渐 降低 ， 直 至 其 在 接地 印迹 中 心 位 置 时 达到 vw = Rwcospo 
此 后 胎 面 单元 速度 再 逐渐 增 大 ， 直 至 其 脱离 接地 印迹 区 时 达到 vw = Row/cosp ， 接 着 又 跳 变 回 
v=R。w。 实 际 上 ， 速 度 变化 图 中 的 尖锐 部 分 应 用 微小 曲线 所 代替 。 

例 89 接地 印迹 内 的 变形 量 分 析 

式 (3.52) 可 以 表述 为 如 下 微分 方程 形式 


dx =R,w ds = 及 do (3. 56) 
?cos’0 ”cos 0 
进而 通过 积分 确定 轮胎 胎 面 的 水 平 变形 量 。 
%=R,cosptanO -p<0<9 (3.57) 








比较 胎 面 变形 量 x 和 地 面 变 形 量 xc ， 可 以 获得 轮胎 相对 于 地 面 的 变形 量 x,,,。 其 中 


XG =R, sing (3.58) 


Nil =%— Xo = Rcosy tang -Ro sing =R,cosp (ang 一 amp ] (3. 59) 


80 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册) ( 原 书 第 2 版 ) 





Rg=0.5m 
w=60rad/s 








图 3.16 胎 面 单元 与 轮胎 印迹 区 内 地 面 的 相对 速度 





值得 一 提 的 是 ， 胎 面 在 接地 印迹 内 的 变形 量 与 角速度 无 关 ， 因 此 胎 面 的 水 平 变 形 量 对 不 
同时 间 变 化 率 下 的 不 同 角速度 保持 不 变 。 图 3. 17 所 示 为 某 轮 胎 的 胎 面 变 形 量 x*， 图 3. 18 所 
示 为 轮胎 胎 面 和 地 面 间 的 相对 变形 量 x,,。 


























图 3. 17” 胎 面 单元 的 水 平 向 变形 量 和 非 接 触 变形 量 R。 




















当 x 为 正 值 时 ， 表 示 轮 胎 胎 面 单元 处 于 路 面 上 对 应 点 的 前 面 ， 当 ww 为 负 值 时 ， 表 示 

台 胎 面 单元 处 于 路 面 上 对 应 点 的 后 面 。 图 3. 19 所 示 为 胎 面 单元 相对 地 面 的 延展 情况 ， 自 
由 滚动 轮胎 的 胎 面 延展 相对 于 接地 印迹 中 心 对 称 。 

例 90 女 “接地 印迹 的 速度 中 心 

轮胎 胎 面 相对 于 地 面 的 速度 有 两 处 为 0， 相 对 速度 为 0 的 点 表明 在 该 处 为 接地 印迹 的 速 
度 中 心 ， 此 时 轮胎 胎 面 速度 将 要 高 于 或 低 于 路 面 速度 。 通 过 解 式 (3.54) 可 以 求 得 速度 中 
心 的 角度 位 置 。 








OP 
tanw 


OP 
tanw 





p>0 (3. 60) 


0 =arccos 





p<0 (3. 61 ) 


b = 看 一 arccos 
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Prel mm 





Rr=0.3m 






































图 3.19 深 动 轮胎 胎 面 单元 变形 量 示意 图 








图 3. 20 所 示 为 以 p 为 参量 的 9 和 0,， 值 得 一 提 的 是 ， 速 度 中 心 的 位 置 只 是 接地 角 的 也 
数 ， 而 与 轮胎 的 尺寸 和 运动 状态 无 关 。 

速度 中 心 9, 和 % 同时 还 确定 了 图 3. 18 中 最 大 相对 变形 量 和 最 小 相对 变形 量 所 在 点 的 
角度 位 置 。 

例 91 交 ”纵向 应 变 和 应 力 

由 式 (3. 59) 获得 滚动 轮胎 的 水 平 胎 面 延展 ， 就 可 以 确定 胎 面 的 纵向 应 变 = 了 。 


0 
A Reeosp| ang 一 人 tang | 








_ _ 1 _ Vtang 
R,cosp tanb 和 ptanO 0 
假设 该 应 变 与 纵向 应 力 成 正比 ， 则 可 以 估算 出 接地 印迹 内 的 纵向 剪 切 应 力 r 。 
AR _ tang 
r=~ce=cll Geng] (3. 63) 


但 是 ， 橡 胶 类 材料 的 应 变 -应 力 关系 与 线性 胡 克 类 材料 不 同 ， 不 服从 线性 胡 克 定律 。 自 
由 深 动 轮胎 的 纵向 应 力 接 近 于 对 称 分 布 ， 在 轮胎 上 施加 驱动 力矩 后 ， 图 3. 18 和 图 3. 19 中 的 
台面 变形 量 对 称 中 心 将 会 后 移 。 不 均衡 的 胎 面 变形 量 导 致 向 前 的 合 剪 切 应 力 高 于 向 后 的 合 剪 
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图 3.20 ”以 g 为 参量 的 速度 中 心 9 和 多 











切 应 力 ， 进 而 提供 了 向 前 的 牵引 力 ， 制 动 时 的 情况 与 驱动 时 的 情况 相反 ， 图 3. 21 所 示 为 某 
轮胎 接地 印迹 内 的 应 变 分 布 。 


El/(m/m) 









Rg = 0.5m 
p=15° 











图 3.21 轮胎 印迹 内 的 应 变 分 布 





例 92 文 ”接地 印迹 内 的 加 速度 分 析 
考虑 某 滚动 轮胎 的 一 个 胎 面 单元 ， 该 单元 相对 于 轮胎 中 心 的 加 速度 是 其 切 向 分 量 和 径 向 
分 量 的 矢量 和 。 


a =a,l, taglg=(r -rb2) ,+(2r0+r 0 )u, 











=( 7 -ro2) du, -2 ro (3.64) 
代入 式 (3. 42) ~ 式 (3.44) 所 列 的 变量 值得 到 
,2 
a, =2R, 2coso Sn (3. 65 ) 
ab =2R, ”cosp (3. 66) 
a = Va? +a$ =2R。 2coso 2 (3. 67 ) 
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因为 胎 面 单元 仅 能 沿 地 面 运动 ， 所 以 其 绝对 加 速度 a 应 该 在 x 方向 上 。 图 3. 22 所 示 为 
(3. 68) 


p=15° w =60rad/s 


某 轮胎 的 a,、as 和 a。 轮 胎 参 数 为 
R, =0. Sm 


的 | 
¢ 














-1000 
# 元 加 速度 的 径 向 分 量 和 切 向 分 量 


图 3.22 接地 印迹 内 胎 面 身 


图 3. 23 所 示 为 接地 印迹 区 内 胎 面 单元 的 加 速度 分 量 。 

















上 有恒 


里 








图 3.23 接地 印迹 内 胎 面 单元 的 加 速度 分 


友 接 地 印迹 内 的 加 速度 变化 率 分 析 
根据 式 (3.67) 给 出 的 轮胎 胎 面 单元 在 接地 印迹 内 的 绝对 加 速度 ， 就 可 以 计算 胎 面 单 
元 的 加 速度 变化 率 j。 
(3. 69 ) 


R 
de 一 一 ( cos20 -2 ) cosp 
cos 0 


图 3. 24 所 示 为 某 p =15° 的 轮胎 作为 8 函数 的 j/(R,w ) 。 
台面 单元 的 加 速度 变化 率 7 正比 于 Row ， 如 果 轮 胎 噪 声 与 胎 面 单元 的 加 速度 变化 率 成 
正比 ， 则 可 以 通过 减 小 轮胎 尺寸 或 者 降低 轮胎 角速度 wo 来 降低 某 给 定 轮胎 的 噪声 。 同 时 ， 
由 于 Rw 与 车 速 非常 接近 ， 上 述 修正 应 该 使 Rw 保持 不 变 。 为 减 小 某 给 定 速 度 ” 下 轮胎 的 


加 速度 变化 率 ， 应 采用 较 大 尺寸 的 轮胎 ， 并 取 较 小 的 w 值 。 
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j/ (Rewi) 





| 
合十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 





| + 和 T - + 一 > Birad 
一 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 


图 3.24 gp =15° 时 以 9 为 参量 的 无 量 纲 轮胎 胎 面 单元 加 速度 变化 率 j/( Rw ) 


























pe 
0 (3. 70) 
j= -2w? (cos20 -2)cosp (3.71) 
co 


过 保持 速度 v 恒 定时 增 大 尺 ,， 可 以 明显 地 降低 加 速度 变化 率 j。 一 方面 是 由 于 j 会 随 o? 的 
we 
8 


op = arcsin 元 (3.72) 


轮胎 接地 印迹 半 长 a 为 轮胎 总 载 集 的 函数 ， 在 各 轮胎 宽度 相同 的 汽车 ， 该 长 度 几 乎 不 
。 加 速度 变化 率 作为 轮胎 半径 R, 的 函数 ， 关 系 如 下 


3 20 -2 
Me | COS 3. 73 
’ RV R cos'0 


图 3.25 为 a=0.1m 时 以 Rs 和 9 为 参量 的 轮胎 胎 面 单元 加 速度 变化 率 j/(w /or ) 的 曲面 
图 ， 从 该 图 可 以 看 出 R, 的 增长 对 轮胎 胎 面 单元 加 速度 变化 率 的 影响 。 











1.6 4=0.1m 
。 2 
1 1.2 
)3/012 
Se 0 
0.4 
0.5 
0 
Olrad 0.5 03 0.4 3 























图 3.25 a=0.1m 时 以 R。 和 9 为 参量 的 轮胎 胎 面 单元 加 速度 变化 率 j/(w Va?) 的 曲面 图 
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3.4 太 ”静止 轮胎 的 接地 印迹 力 


轮胎 接地 印迹 内 单位 面积 上 作用 的 力 可 以 分 解 为 垂直 于 地 面 的 法 向 分 量 和 沿 地 面 的 切 向 
分 量 ， 其 法 向 分 量 即 为 接地 压力 r.， 切 向 分 量 又 可 进一步 分 解 为 x 方 向 和 y 方向 ， 从 而 获 
得 纵向 和 横向 剪 切 应 力 r, 和 7,。 

垂直 载荷 下 的 静止 轮胎 的 接地 印迹 是 对 称 的 ， 根 据 平衡 条 件 ， 轮 胎 接地 印迹 区 域 4 内 
的 垂直 应 力 的 积分 应 该 等 于 轮胎 的 垂 向 载荷 所 ， 其 剪 切 应 力 的 积分 应 等 于 0。 





| wzsy)d4 =F, (3.74) 
| rs) a4 =0 (3.75) 
| sud =0 (3.76) 






3. 4.1 女 ”静止 轮胎 ， 法 向 应 力 
静态 载荷 作用 


图 3. 26 所 示 为 某 静 止 轮胎 在 垂直 载荷 已 ”下 的 轮胎 
作用 下 ， 施 加 在 地 面 上 的 法 向 应 力 o, 的 总 
和 ， 图 3. 27 为 这 些 载 衔 在 轮胎 上 作用 的 侧 视 
图 。 对 于 某 静 止 轮胎 ， 尽 管 轮胎 接地 印迹 内 
法 向 应 力 r。(*，y) 的 分 布 形 状 取决 于 轮胎 
和 载荷 情况 ， 但 其 通常 如 图 3. 28 所 示 。 地 面 

法 向 应 力 o,(x, y) 可 以 用 如 下 函数 进行 
近似 计算 

6 6 
0 (x,y) -0 [1-2 (3.77) 

式 中 ,a 和 4b 表示 轮胎 接地 印迹 的 尺寸 ， 如 图 
3. 29 所 示 。 接 地 印迹 可 以 按 如 下 数学 公式 建 
模 并 近似 计算 






3.26 垂直 载荷 作用 下 静止 轮胎 
施加 在 地 面 上 的 法 向 应 力 or。 





静态 载荷 作用 
下 的 轮胎 


地 面 

















图 3.27 作用 在 静止 轮胎 上 的 法 向 力 忆 和 法 向 应 力 ex 的 侧 视图 
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> 














十 =1 neN (3.78) 


轮胎 接地 印迹 


图 3.29 垂直 载荷 下 静止 的 子午 线 轮胎 接地 印迹 模型 


对 于 子午 线 轮胎 ， 可 以 取 n=3 或 n=2， 


对 非 子午 线 轮 胎 ， 应 取 n=1 进行 估算 。 


例 93 接地 印迹 内 的 法 向 应 力 
某 汽车 质量 为 800kg， 如 果 ol = a,， 


X6 y 

2 yy 3.79 
BB ( ) 
x y 

ty 3. 80 
了 ( ) 


且 各 子午 线 轮 胎 的 接地 印迹 参数 为 4p =4 xa xb = 


4 x5cm x12cem， 则 其 各 轮胎 下 法 向 应 力 分 布 r.， 应 满足 以 下 平衡 方程 


| 


F. = 二 800 x9.81 = J odd 


| n 12 | X6 ye dydx 
J-0.05J-0. | ~ 0.0556 0. . 


= 1.7143 x 107?0, (3. 81) 


因此 ， 最 大 法 向 应 力 为 
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F 





TT 1445 x105Pa (3. 82 ) 
x 
接地 印迹 内 的 应 力 分 布 
6 6 
党 人 全 
ov ) =1.1445 x10 ( a 元 je (3. 83) 


例 94 n=2 时 接地 印迹 内 的 法 癌 应 力 
某 质 量 为 800kg，oi = o 的 汽车 ，Ap =4 xa xb=4x5cmx12cm， 可 以 取 n=2 来 计算 
其 最 大 法 向 应 力 9，。 
_ 1 _ _ 5 ;12 x y 沪 
PF, = 800 x9.81 = bet wy Wa i el es -ad =144x10-20 
(3. 84) 


Or。 EE x105Pa (3. 85) 
ww 1.44x10 

比较 取 n=2 时 获得 的 最 大 应 力 rc., =1.3625 x 105Pa， 和 取 n=3 时 获得 的 最 大 应 力 

0 =1.1445 x107Pa， 可 知 ， 对 非 子 午 线 轮 胎 取 n=2 时 比 对 子午 线 轮 胎 取 n=3 时 要 大 

| _1. 1445 

1. 3625 





)x100=16%, 


3.4.2 娘 ”静止 轮胎 ， 切 向 应 力 


由 于 轮胎 与 地 面 接触 时 发 生变 形 ， 即 使 是 在 轮胎 静止 时 ， 其 接地 印迹 内 的 应 力也 呈 三 维 
分 布 。 接 地 印迹 内 的 切 向 应 力 7 可 以 分 解 为 x 和 yy 两 个 方向 ， 切 向 应 力 又 称 剪 切 应 力 或 摩擦 
应 力 。 

受 垂直 载荷 的 静止 轮胎 ， 其 切 向 应 力 在 * 方向 上 向 内 ， 在 y 方 向 上 向 外 。 因 此 ， 轮 胎 将 
使 地 面 有 自 * 轴 向 外 延展 ， 并 从 y 轴 两 侧 向 内 挤 压 的 趋势 ， 图 3. 30 所 示 为 垂直 载荷 下 静止 
轮胎 上 的 剪 切 应 力 。 轮 胎 接 地 印迹 上 力 的 分 布 并 不 是 恒定 不 变 的 ， 它 会 受 轮胎 结构 、 载 菩 、 
充气 压力 和 环境 条 件 的 影响 。 











3.30 静止 轮胎 受 垂 直 载荷 时 接地 印迹 上 切 向 应 力 的 方向 


可 以 建立 x 方向 上 的 切 向 应 力 r, 的 模型 并 表述 如 下 
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T.(%,Y) = = 3 (Er jeos (Sr) neN (3. 86) 
式 中 x >0 时 7, 为 负 值 ，x <0 时 7, 为 正 值 ， 表明 其 纵向 应 力 的 方向 向 内 。 图 3. 31 所 示 为 
n=1 时 7, 分 布 的 绝对 值 。 


一 
一 


人 
0 


一 


00 
te 
Re 

Q 

D 
OX 
由 0 WA 


0 


从 
人 
' 


' 

' 
AXXY 
WW 


CA) 
KE 
下 和 


0 





图 3.31 n=1 时 7 分布 模型 的 绝对 值 


y 方 向 上 的 切 向 应 力 7 的 模型 可 以 用 下 式 表达 


xa 
Ty(%, Y) = -7 (1pin( Fr] neN (3. 87) 
式 中 , y >0 时 7 为 正 值 ，y <0 时 为 负 值 ， 表 明 其 横向 应 力 的 方向 向 外 。 图 3. 32 所 示 为 
n=1 时 7 分布 的 绝对 值 。 
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图 3.32 n=1 时 7, 分 布 模型 的 绝对 值 
3.5 滚动 阻力 
在 地 面 上 滚动 的 轮胎 会 产生 一 个 称 作 滚 动 阻力 的 纵向 力 F,， 该 力 的 方向 与 轮胎 的 运动 


方向 相反 ， 且 与 接地 印迹 上 所 受 垂直 力 成 正比 。 
F=-F.i (3. 88) 


工 工 
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下 =p F, (3. 89) 
参数 内, 称 作 滚动 阻力 系数 。j, 的 值 取 决 于 轮胎 的 速度 、 充 气压 力 、 侧 偏 角 和 外 倾角 ， 还 与 
轮胎 的 机 械 属性 、 磨 损 程 度 、 温 度 、 载 和 荷 、 斥 寸 、 驱 动力 与 制 动 力 以 及 路 面 情况 有 关 。 

证 明 : 轮胎 在 路 面 上 滚动 时 ， 其 圆周 上 的 某 一 部 分 通过 路 面 时 会 发 生变 形 ， 在 轮胎 复原 
过 程 中 轮胎 产生 变形 所 用 能 量 的 一 部 分 不 能 随 之 恢复 。 因 此 ， 轮 胎 接 触 压力 分 布 的 变化 会 导 
致 法 向 应 力 oi, 在 轮胎 接地 印迹 的 前 部 要 大 于 接地 印迹 的 后 部 ， 正 是 这 种 能 量 消耗 和 应 力 不 
平衡 导致 了 滚动 阻力 。 

图 3. 33 和 图 3. 34 所 示 为 某 滚动 轮胎 接地 印迹 中 法 向 应 力 的 分 布 模型 及 其 合成 力 F.。 
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图 3. 33 ”滚动 轮胎 接地 印迹 内 法 向 应 力 rc。(*，y) 的 模型 





深 动 的 负载 轮胎 


Do 
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C0 











图 3.34 ”滚动 轮胎 法 向 应 力 0 分 布 的 侧 视图 及 其 合成 力 











由 于 接地 印迹 内 前 部 的 法 向 应 力 相 对 较 高 ， 其 合成 法 向 力 的 作用 位 置 将 向 前 移 。 这 种 法 
向 力 的 前 移 形成 了 与 前 进 滚动 方向 相反 的 绕 -y 方向 的 阻力 矩 。 
M,= -M,J (3.90) 
M, = 已 Ax (3. 91 ) 
可 以 将 滚动 阻力 矩 假 想 为 一 个 与 x 轴 平 行 的 滚动 阻力 F, 作用 的 结 
F,=-F,i (3.92) 
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F.=1M Ap (3.93) 


因为 滚动 阻力 F. 直接 与 垂直 载荷 成 正比 ， 所 以 可 以 用 滚动 摩 氛 系 数 凡 来 描述 这 种 比例 
F, = F, (3.94) 
例 95 滚动 轮胎 的 法 向 应 力 模型 
假设 某 滚动 轮胎 的 法 向 应 力 表示 为 
2n 2n 


a a 
0;= ol! a2" p>" | (3. 95) 


式 中 ， 对 子午 线 轮胎 ， 取 n=3 或 n=2， 对 非 子 午 线 轮胎 取 n=1。 已 知 轮胎 所 受 总 载 集 时 可 
以 确定 平均 应 力 值 o9.， 本 例 中 ,汽车 质量 为 800kg，Ap =4 xa xb=4x5cm x12cm， 可 得 


1 
F, = 4800 x 9.81 = 上 ez,7)d4 








0.05 0.12 6 6 和 
匡 05 I el 0 上 TAx 0. 05 ja 
= 1.7143 x 10-2 0, (3. 96) 
因此 ， 
rr 
0, =— :=1.1445 x105Pa (3. 97) 
" 1.7143 x 10 
例 96 ”变形 量 与 滚动 阻力 
应 力 分 布 的 不 平衡 与 轮胎 - 地面 变形 量 成 正比 ， 这 种 关系 也 是 导致 合成 作用 力 前 移 的 原 
因 ， 因 此 ， 深 动 阻力 随 变 形 量 的 增 大 而 增加 。 高 压 轮胎 在 水 泥 路 上 的 深 动 阻力 比 低压 轮胎 在 
土路 上 的 滚动 阻力 小 。 
为 建立 滚动 轮胎 的 能 量 消耗 机 理 模型 ， 假 设 轮 胎 结构 中 有 许多 微型 阻尼 器 和 弹簧 ， 微 型 
阻尼 器 和 弹簧 成 对 组 合 ， 各 组 治 轮胎 的 径 向 紧密 地 并 行 布 置 。 图 3. 35 所 示 为 轮胎 弹 自 和 阻 
尼 器 的 结构 。 


地 面 











图 3.35 轮胎 的 弹 自 和 阻尼 结构 
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3. 5.1 速度 对 滚动 摩擦 系数 的 影响 
深 动 摩擦 系数 j, 随 速度 的 二 次 方 增长 ， 实 验 表明 , 从 =j, (wv ) 可 以 用 下 式 表示 





MK =HAo + HI vr (3. 98) 
证 明 : 实验 中 滚动 摩擦 系数 随 速 度 增 大 而 增 大 ， 可 以 用 多 项 式 对 实验 数据 进行 拟 合 获 
得 。 
= 之 pi (3. 99) 
通常 用 多 项 式 的 前 两 项 或 三 项 进行 对 内， 2 ss ，BB] 
Wr =NAo +HL Vr (3. 100) 


上 述 方程 形式 简单 ， 能 够 充分 反映 实验 数据 状态 ， 满 足 分 析 计 算 的 要 求 。 以 下 数值 适用 于 大 
多 数 乘 用 车 轮胎 ,但 是 每 个 轮胎 的 uo 和 yj 值 都 应 该 通过 实验 实际 测 得 。 
Lo =0.015 (3. 101) 
M1 =7 x10-6s /mm (3. 102) 
图 3. 36 所 示 为 某 一 子午 线 轮 胎 采用 式 (3. 98) 计算 的 值 和 实验 值 的 比较 。 
一 般 而 言 ， 子 午 线 轮胎 的 滚动 摩擦 系数 小 于 非 子午 线 轮胎 的 滚动 摩擦 系数 ， 如 图 3. 37 
所 示 。 













Hr =HotH Vs 


深 动 摩擦 系数 A 
= 
SS 


临界 速度 





0 10 20 30 40 50 


vr/(m/s) 


vr/(Knvh) 
图 3.36 某 子 午 线 轮胎 深 动 摩擦 系数 实验 值 和 解析 方程 计算 值 的 比较 


式 (3.98) 适用 于 速度 低 于 临界 速度 的 情况 ， 临 界 速度 是 指 发 生 环 向 驻 波 的 速度 ， 该 
速度 下 轮胎 滚动 阻力 急速 增 大 。 驻 波 的 波长 与 轮胎 接地 印迹 长 度 接近 ， 轮 胎 速度 高 于 临界 速 
度 时 ， 将 会 产生 大 量 来 不 及 散 去 的 余热 ， 轮 胎 被 迅速 破坏 。 图 3. 38 所 示 为 某 滚动 轮胎 临界 
速度 下 环 向 波 的 示意 图 。 

例 9%7 ”滚动 阻力 和 车 速 

为 进行 计算 机 模拟 ， 常 用 一 个 四 阶 方程 近似 计算 轮胎 的 滚动 阻力 到， 即 

F,=Co+C) v, +C, (3. 103) 
系数 C; 取决 于 轮胎 特性 ， 对 典型 子午 线 乘 用 车 轮胎 可 以 取 下 面 的 数值 
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非 子 午 线 


深 动 摩擦 系 数 Ar 
b= 
SS 
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v/(m/s) 


zx 人 (km/h) 
图 3.37 ”子午线 轮胎 和 非 子午 线 轮胎 滚动 摩擦 系数 的 比较 








地 面 














图 3.38 某 深 动 轮胎 临界 速度 下 环 癌 波 的 示意 医 











Co =9.91 x10™3 
CI =1.95 x1075 (3. 104) 
C, =1.76 x10-? 
例 98 文 ” 驻 波 生成 的 原因 
轮胎 在 路 面 上 滚动 时 ， 法 向 应 力 的 分 布 会 向 前 聚集 。 随 着 速度 的 增加 ， 法 向 应 力 分 布 将 
更 多 地 向 前 聚集 ， 并 逐渐 集中 到 轮胎 接地 印迹 的 前 半 部 分 ， 从 而 导致 后 半 部 分 应 力 较 低 。 前 
半 部 分 高 应 力 分 布 和 后 半 部 分 低 应 力 分 布 的 情况 类 似 于 反复 敲 击 轮胎 ， 当 轮胎 的 运动 高 于 其 
临界 速度 时 ， 地 面 对 轮 胎 的 训 击 作用 使 其 在 一 次 敲 击 后 ， 不 能 在 下 一 次 剖 击 前 完全 恢复 ， 从 
而 导致 了 驻 波 的 发 生 。 
例 9%9 文 ”赛车 的 轮胎 
赛车 采用 的 是 光 面 轮胎 ， 即 无 花纹 轮胎 。 光 面 轮胎 可 以 降低 滚动 摩擦 ， 并 能 充分 提高 直 
驶 速度 。 无 花纹 轮胎 还 具有 较 高 的 充气 压力 ， 胎 压 高 时 ， 轮 胎 接 地 印迹 面积 减 小 ， 致 使 法 向 
应 力 前 移 减 小 ， 滚 动 阻力 也 随 之 降低 。 
例 100 路面 和 滚动 阻力 
通过 式 (3.98) 中 mu 的 赋值 引入 路 面 和 道路 条 件 对 滚动 阻力 的 影响 。 不 同 路 面 的 wo 参 
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考 值 见 表 3. 1。 
表 3.1 不 同 路 面 的 w 值 

路 面 和 道路 条 件 Ko 路 面 和 道路 条 件 Ho 
良好 混凝土 路 面 0.008 ~0.1 差 的 沥青 路 面 0. 23 

良好 沥青 路 面 0. 01 ~0. 0125 碎 石 土路 0. 023 ~ 0. 028 
普通 混凝土 路 面 0. 01 ~0.015 好 的 石板 路 0. 033 ~ 0. 055 

良好 人 行 便道 0. 015 好 的 自然 土路 0. 045 

良好 碎 石 路 面 0. 013 ~0. 016 差 的 石板 路 0. 085 

普通 沥青 路 面 0. 018 浅 积 雪 路 面 0. 025 
差 的 混凝土 路 面 0. 02 深 积 雪 路 面 0. 037 

好 的 方 砖 路 0. 02 差 的 自然 土路 0. 08 ~0. 16 
普通 碎 石 路 面 0. 018 ~ 0. 023 沙 地 0.15 ~0.3 


























例 101 太 ”轮胎 结构 、 尺 寸 、 磨 损 和 温度 对 j, 的 影响 

轮胎 材质 和 帘 线 层 布置 影响 滚动 摩擦 系数 和 临界 速度 ， 子 午 线 轮胎 的 深 动 摩擦 系数 比 相 
似 的 非 子午 线 轮 胎 低 约 20% ， 子 午 线 轮胎 的 临界 速度 比 相似 的 非 子 午 线 轮胎 高 约 20% 。 

轮胎 半径 R. 和 高 宽 比 hr/wr 是 影响 轮胎 深 动 阻力 系数 的 两 个 尺寸 参数 ，R, 较 大 且 hr/ 
wr 较 小 的 轮胎 滚动 阻力 较 低 ， 临 界 速度 较 高 。 

一 般 而 言 ， 无 论 是 子午 线 轮胎 还 是 非 子 午 线 轮胎 ， 其 深 动 摩擦 系数 会 随 轮胎 磨损 程度 的 
增加 而 减 小 ， 随 温度 的 升 高 而 增 大 。 


3.5.2 ”充气 压力 和 载荷 对 滚动 摩擦 系数 的 影响 


提高 轮胎 充气 压力 p 可 以 降低 其 滚动 摩 氛 系 数 凡 .， 提 高 充气 压力 的 影响 与 降低 法 向 载荷 
,相似 。 

通常 用 以 下 经 验 公式 表示 压力 p 和 载荷 对 深 动 摩擦 系数 的 影响 

| 

We 0 全 

参数 KK 对 子午 线 轮胎 取 0.8 ， 对 非 子午 线 轮胎 取 1.0，F,、p 和 w, 的 单位 应 分 别 为 K、 
Pa 和 my/s。 低 胎 压 会 增 大 滚动 阻力 、 燃 油 消 耗 、 轮 胎 磨 损 和 轮胎 温度 。 

例 102 摩托 车 的 滚动 摩擦 系数 
通常 用 以 下 公式 计算 摩托 车 的 轮胎 深 动 摩擦 系数 ,， 对 乘 用 车 这 些 公 式 仅 可 用 作 较 为 
粗略 的 估算 。 下 面 公 式 考 虑 了 摩托 车 的 充气 压力 和 前 进 速 度 ， 但 并 未 考虑 轮胎 载荷 的 影 
响 。 

















0.0085 + v, <46m/s 
,= (3. 106) 
1800 ,3.7714, ee 


Pp Pp 
此 处 速度 w 的 单位 为 m/s， 压 力 p 的 单位 为 Pa。 图 3. 39 所 示 为 速度 v46m/s (一 165kmyh ) 
时 公式 描述 的 情况 ， 可 见 ， 充 气压 力 p 增 大 可 以 使 滚动 摩擦 系数 j, 降低 。 
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p= 100kPa 


p=200kPa 


演 动 摩擦 系数 Jr 








0 10 20 30 40 v(m/s) 
0 20 40 60 80 100 120 140 
到 3.39 摩托 车 的 滚动 摩擦 系数 
例 103 滚动 摩擦 导致 的 功率 损耗 
滚动 摩擦 会 消耗 车 辆 功率 ， 因 滚动 摩擦 导致 的 功率 消耗 等 于 滚动 摩擦 力 Ff 乘 以 其 前 进 
速度 ， 应 用 式 (3. 105) ， 滚 动 阻力 功率 为 
P=sF ,Vs = 1 
-Kv, 5.5 x105 +90F, 1100+0.388F,, 
“1000 | : 机 2 
式 中 ， 法 向 力 的 单位 为 N， 速 度 v 的 单位 为 m/s， 压力 p 的 单位 为 Pa， 功率 PP 的 单位 为 
Wo 
摩托 车 的 滚动 阻力 功率 消耗 可 以 根据 式 (3. 106) 计算 。 


vA/(KmM/h) 




















(3. 107) 








(0. 0085 + HD + O00 | F, ,<46m/s 
1800 1 二 ey 
科研 - Br, Ds >46m/s 


例 104 滚动 阻力 功率 损耗 

假设 某 车 辆 以 100km/h =27. 8m/s 的 速度 行驶 ， 该 车 的 各 子午 线 轮胎 充气 压力 均 为 
220kPa， 各 轮胎 载荷 均 为 220kg， 则 因 滚 动 阻 力 消耗 的 功率 为 
Kv, 5.5 x105 +90F, 1100 +0.388F,, 

Gs + 2 上 人 

=2424. 1W~2. 4kW (3. 109) 

为 对 上 述 公 式 进行 比较 ,假设 该 汽车 换 装 摩托 车 的 轮胎 ， 并 用 式 (3. 108) 计算 其 功率 消 
耗 。 








P=4x @ 0085 和 人 
结果 表明 ， 汽 车 换 用 摩托 车 轮胎 后 将 会 消耗 更 多 功率 。 

例 105 不 当 充 气压 力 的 影响 

高 充气 压力 使 轮胎 刚度 增加 ， 进 而 导致 舒适 性 降低 并 产生 振动 。 轮 胎 过 度 充气 时 其 接地 
印迹 面积 和 牵引 力 都 会 减 小 ， 过 度 充气 会 使 轮胎 把 冲击 载荷 传递 给 悬 架 装 置 ， 并 降低 轮胎 在 
车 辆 转向 、 制 动 和 加 速 时 提供 必要 支持 作用 的 能 


x. =5734. 1W~5.7kW (3.110) 


x 
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充气 不 足 会 导致 轮胎 内 部 剪 切 应 力 增 大 、 破 裂 和 轮胎 构件 间隙 ， 还 会 增 大 轮胎 侧 壁 挠 曲 
与 滚动 阻力 ， 进 而 产生 热量 并 引起 机 械 破 坏 ， 轮 胎 的 负载 承受 能 力 很 大 程度 上 取决 于 其 充气 
压力 。 因 此 ， 轮 胎 充气 不 足 会 使 其 在 过 载 、 大 变形 状况 下 工作 ， 和 车 辆 燃油 经 济 性 和 操纵 性 变 
差 。 

图 3. 40 所 示 为 充气 过 度 、 充 气 不 足 和 充气 适当 对 轮胎 - 地 面 接触 状况 的 影响 对 比 ， 适 
当 的 充气 压力 是 保证 轮胎 最 佳 性 能 、 车 辆 安全 性 和 燃油 经 济 性 的 基础 。 正 常 充 气压 力 对 子午 
线 轮胎 耐 磨 能 力 和 性 能 的 影响 尤其 显著 ， 因 为 子午 线 轮胎 的 胎 压 有 35kPa 的 不 足 时 很 难以 目 
测 方式 觉察 ， 但 是 ，35kPa 的 不 足 充气 压力 却 可 以 令 轮胎 的 性 能 和 寿命 最 多 降低 25% 。 











充气 适当 充气 过 度 充气 不 足 


图 3.40 ”轮胎 充气 过 度 、 充 气 不 足 与 充气 适当 时 的 轮胎 -路 面 接触 情况 比较 














通常 轮胎 胎 压 每 个 月 会 降低 7 ~ 14kPa， 还 会 因 每 5%C 的 温度 变化 而 发 生 7kPa 的 充气 压 
力 变化 。 例 如 ， 某 轮胎 在 夏季 26 的 温度 下 ， 充 气 到 240kPa， 则 到 冬季 温度 为 -6% 时， 其 
充气 压力 会 变 为 160kPa。 这 代表 轮胎 经 过 6 个 月 后 ， 除 了 产生 的 40kPa 常规 压力 损失 外 ， 
还 有 另外 由 30% 的 温度 变化 引起 的 40kPa 的 压力 损失 ， 此 时 该 胎 压 为 160kPa 的 轮胎 已 经 处 
于 充气 不 足 状 态 。 

例 106 小 /大 和 软 / 硬 轮胎 

驱动 轮胎 过 小 易 使 车 辆 变 得 不 稳定 ， 引 起 牵引 力 和 最 大 速度 偏 低 。 驱 动 轮胎 过 大 时 ， 车 
辆 转向 响应 变 慢 ， 轮 胎 滚动 变形 增 大 ， 稳 定性 降低 。 

前 轴 轮 胎 较 软 的 车 辆 表现 为 转向 能 力 强 、 稳 定性 弱 和 磨损 较 重 ， 前 轴 轮 胎 较 重 的 车 辆 则 
与 之 相反 。 后 轴 轮 胎 较 软 的 车 辆 后 轮 驱 动力 较 大 ， 但 其 转向 能 力 下 降 ， 颠 篮 增 大 ， 稳 定性 下 
降 。 


3.S.3 女 ” 侧 偏 角 对 滚动 阻力 的 影响 


轮胎 以 侧 偏 角 a 在 路 面 上 滚动 时 ， 滚 动 阻 
力 会 有 明显 的 增加 ， 其 滚动 阻力 ,为 
F.=F.cosa +h, snag~ Ph, 一 Cu or 
(3.111) tt 从 
式 中 ,Fh, 为 与 运动 方向 相反 的 纵向 力 ， 为 
侧 向 力 ， 两 个 力 均 处 于 轮胎 坐标 系 中 。 
证 明 : 图 3. 41 所 示 为 地 面 上 一 个 侧 偏 角 为 
a 的 滚动 轮胎 的 顶 视 图 ， 定 义 滚 动 阻 力 方 向 与 
轮胎 速度 矢量 方向 相反 ,该 方向 与 x 轴 成 a 
角 。 假 设 纵 向 力 F, 自 -x% 方 向 作用 于 轮胎 上 ， 
侧 偏 角 a 的 存在 导致 忆 增 大 并 在 -y 方 向 产 图 3.41 侧 偏 角 a 对 滚动 阻力 尺 的 影响 
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生 一 个 侧 向 力 ,。 纵 向 力 分 量 ,和 侧 向 力 分 量 F 合成 后 得 到 滚动 阻力 F.。 


F.=P.cosa +h, sina (3. 112) 
侧 偏 角 a 很 小 时 侧 向 力 与 -a 成 正比 ， 故 有 
F.~F, -Coa (3.113) 


3. 5.4 妇 ”外 倾角 对 滚动 阻力 的 影响 


若 轮 胎 深 动 时 的 外 倾角 为 yxy， 其 深 动 阻力 F, 形成 的 滚动 力矩 分 量 M. 将 会 减 小 , 但 是 ， 
滚动 力矩 还 会 形成 一 个 回 正 力矩 分 量 M.。 
F,=-F,i (3.114) 


Fr, -RMcosy + RAMsiny (3.115) 


证 明 : 某 轮 胎 滚 动 时 形成 滚动 力矩 W,， 同 时 法 向 力 ,前 移 。 但是， 此 时 仪 分 量 Mcosy 
与 轮胎 平面 垂直 ， 并 阻止 轮胎 转动 ， 进 而 ， 当 轮胎 上 作用 有 绕 = 方向 的 力矩 时 ， 仅 有 分 量 
M.siny 阻止 轮胎 转动 。 因 此 ， 外 倾角 7y 对 滚动 阻力 产生 的 影响 如 下 式 ， 尺 是 图 3. 10 中 所 示 
自 地 面 到 轮胎 中 心 的 高 度 ， 滚 动力 矩 Mr 可 以 由 式 (3.90) 代入 获得 法 向 力 ,的 影响 。 

根据 








1 
下 = 二 LCOSY th Ms siny (3.116) 
可 以 得 出 
F = COS + LM sin (3.117) 
"RR, ’ R; | 
3.6 纵向 力 
轮胎 的 纵向 滑 转 率 定 义 为 
Rw 
s=—— -1 (3. 118 ) 


式 中 ，R。 为 轮胎 无 载荷 时 的 几何 半径 ，ww 为 轮胎 角速度 ，w 为 轮胎 前 进 速度 。 滑 转 率 在 驱 
动 时 为 正 值 ， 制 动 时 为 负 值 。 
车 辆 加 速 或 制 劲 时 ， 轮 胎 和 地 面 之 间 必 然 会 产生 纵向 力 。 作 用 在 车 轮 传动 轴 上 的 转 矩 形 
成 时 轮胎 发 生 滑 转 ， 同 时 在 轮胎 接地 印迹 上 产生 纵向 力 FR。 该 力 Fr, 与 垂 癌 力 成 正比 , 即 
机 三 下 (3. 119) 
所 -二 CYR (3. 120) 
式 中 ， 系 数 A,s(s) 称 为 纵向 摩 氛 系 数 ， 该 系数 是 滑 转 率 * 的 函数 ， 如 图 3. 42 所 示 。 摩 擦 系数 
先 随 滑 转 率 的 增 大 而 增 大 ， 在 ;~0. 1 时 达到 其 驱动 峰值 wu,， 然 后 又 逐渐 降低 到 接近 稳定 的 
驱动 滑 转 值 j4,。s 很 小 时 ， 可 以 认为 摩擦 系数 jw,(s) 与 :成 正比 ， 即 
Mi(s) =C,s S <<1 13121) 





式 中 ，C, 称 作 纵向 滑 转 系数 。 
s 宇 0. 1 时 轮胎 开始 滚动 ， 同 时 摩擦 系数 接近 稳定 。 车 辆 制 动 时 ,jj, 和 jp, 的 变化 与 驱动 
时 相似 。 
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图 3.42 车 辆 驱动 和 制 动 时 纵向 摩擦 系数 与 滑 转 率 s 的 关系 
证 明 : 滑 转 率 的 定义 旨 在 体现 轮胎 实际 速度 v, 与 其 等 效 速 度 Rw, 之 间 的 不 同 ,图 
3. 43 所 示 为 一 个 在 地 面 上 深 动 的 轮胎 ， 轮 上 胎 无 滑 转 时 自由 滚动 的 理想 运动 距离 记 作 d; ， 轮 
胎 的 实际 运动 距离 记 作 dh， 轮胎 滑 转 时 ds > ds ， 轮 胎 滑 移 时 ds < d，。 
二 者 之 差 de -ds 代表 轮胎 的 滑 转 量 ， 因 此 ， 轮 胎 的 滑 转 率 为 
= da (3. 122) 
A 
为 了 获得 * 的 瞬时 值 ， 应 该 实时 监测 极 短 时 间 内 轮胎 的 移动 距离 ， 因 此 
je (9 123) 


假设 轮胎 的 转动 角速度 为 wv， 则 有 dr = 
Rs ov 和 ds =Rvov。 其 中 ，R。 是 几何 轮 
胎 半 径 ，R,、 是 等 效 轮 胎 半径 。 轮 胎 的 滑 
转 率 s 可 以 用 其 实际 速度 w = Rowo、 和 自 
由 滚动 速度 Row, 来 定义 ， 即 


_Reo, 一 及 ow, _ Reov 本 地 面 








3 
Rw, 也 


x 








(3. 124) 

轮胎 纵向 力 的 生成 必然 同时 伴随 着 
纵向 滑 转 ， 车 辆 加 速 时 ， 轮 胎 的 实际 速 。。。 四 ”从 地 而 上 演 动 轮胎 的 无 滑 转 移动 
度 w 低 于 其 自由 滚动 速度 Rw。， 所 以 Ss 
,>0。 而 在 车 辆 制 动 时 ， 轮 胎 的 实际 速度 w 高 于 其 自由 演 动 速度 Ruos ， 所 以 ,<0。 

轮胎 和 路 而 之 间 的 摩擦 力 玉 是 其 所 受 垂 向 载荷 挛 、 车 速 w 和 车 轮 角 速度 ,的 函数 ， 
除 这 些 变 量 之 外 ， 还 有 几 个 参数 会 对 摩擦 力 F, 产生 影响 ， 如 轮胎 气压 、 胎 面 设计 、 磨 损 各 
度 和 路 面 情况 等 。 经 验 表明 ，F, = (ov， ww ) F, 的 函数 形式 ， 可 以 用 于 在 速度 号 和 uv 不 
变 时 对 由 实验 测试 获得 的 接触 摩擦 力 进行 建 模 。 
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纵向 滑 转 又 称 圆周 滑 转 或 切 向 滑 转 。 

例 107 驱动 时 的 请 转 率 为 0 <s < o 

驱动 车 辆 时 ， 轮 胎 中 心 轴线 上 产生 驱动 力矩 ， 轮 胎 接地 印迹 区 域内 的 胎 面 被 沿 圆周 方向 
压缩 ， 从 而 导致 轮胎 运动 速度 低 于 自由 滚动 轮胎 ， 即 


Row <R,o, (3. 125) 
此 时 ，s >0。 驱 动 轮胎 的 等 效 半径 小 于 其 几何 半径 ， 即 
R, <R, (3. 126) 





同 理 ,也 可 以 用 等 效 角 速度 w。 来 表示 这 种 情况 ， 并 据 此 推导 出 驱动 轮胎 转动 速度 高 于 自由 
深 动 轮胎 ， 即 
Rw < Ro, (3. 127) 
驱动 力矩 足以 克服 摩擦 力 并 使 轮胎 在 路 面 和 转动， 同时 汽车 保持 不 动 。 这 种 情况 下 ww =0，s = 
o 。 这 表明 ， 车 辆 加 速 时 其 纵向 滑 转 率 范围 为 0 <s < %。 
0<s<% a>0 (3. 128) 
轮胎 速度 Rw 仅 在 加 速度 为 0 时 等 于 车 辆 速度 ww ， 这 种 情况 下 ， 垂 向 力作 用 在 轮胎 
上 ， 其 轮胎 接地 印迹 的 形状 和 大 小 不 随时 间 变 化 。 
轮胎 中 心 轴线 上 作用 的 驱动 转 矩 会 产生 正 的 滑 转 率 ， 即 * >0， 同 时 导致 图 3. 18 和 图 
3. 19 中 胎 面 变形 的 对 称 点 后 移 ， 这 样 就 会 使 癌 前 的 剪 切 应 力 变 大 ， 从 而 提供 前 进 方向 的 牵 
引力 。 
例 108 纵向 摩擦 系数 ja, 和 ja, 的 案例 
某 乘 用 车 轮胎 215/65R15 纵向 摩擦 系数 wp 和 Au 的 平均 值 见 表 3.2。 实 际 应 用 中 常 认 为 
Map Mbp, Kds 一 Mbs o 


























表 3.2 平均 纵向 摩擦 系数 





























路 面 峰值 ,jo 滑动 值 , j. 
干 沥青 路 0.8 ~0.9 0.75 
干 混凝土 路 0.8 ~0.9 0.76 

湿 沥 青 路 0.5~0.7 0.45 ~0.6 
湿 混凝土 路 0.8 0.7 
碎 石 路 0.6 0. 55 
压 实 雪 地 0.2 0. 15 
冰 面 0.1 0. 07 








例 109 制 动 时 的 滑 转 率 为 -1 <s<0 
制 动 车 辆 时 ， 轮 胎 中 心 轴线 上 产生 制 动 力矩 ， 轮 胎 接地 印迹 区 域内 的 轮胎 胎 面 将 沿 圆周 
方向 伸展 ， 从 而 导致 制 动 轮胎 的 运动 速度 大 于 自由 滚动 轮胎 ， 即 





Ro > Row, (3. 129) 
故 有 s <0， 制 动 轮胎 的 等 效 半径 大 于 自由 滚动 轮胎 ， 即 
R, >R, (3. 130) 


同 理 ， 也 可 以 用 等 效 角速度 w。 来 表示 这 种 情况 ， 并 据 此 推导 出 制 动 轮胎 转动 速度 低 于 自由 
滚动 轮胎 ， 即 





Rw > Ro, (3. 131) 
制 动 力矩 足以 制 动 轮胎 ， 这 种 情况 下 w, =0，s = -1。 这 表明 ， 车 辆 制 动 时 其 纵向 滑 转 
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率 范 围 为 -1 <s<0。 
-1<s<0 a<0 (3. 132) 
例 110 ”基于 等 效 角速度 w. 的 滑 转 率 
对 半径 为 R, 的 轮胎 ， 可 以 定义 一 个 有 效 角速度 w., 来 代表 其 等 效 角速度 ， 则 其 实际 速度 
为 ww =Rws。 应 用 ww 后 可 以 得 到 





v=Rwe = Ro, (3. 133) 
因此 
R -RR 
5 = Rd -1 (3. 134) 
Rw Weg 


例 111 功率 和 最 大 速度 
假设 某 行驶 中 汽车 的 功率 为 P =100kW， 可 获得 行驶 速度 为 279km/h 二 77. 5m/s， 其 总 
驱动 力 应 为 


3 
人 -1290， 3N (3. 135) 


FP, = 
再 假设 该 车 为 后 轮 驱 动 汽车 ， 其 后 轮 在 载荷 为 1600N。 当 达到 最 大 牵引 力 时 ， 其 纵向 摩擦 系 
数 几 ,为 


x 


F. 1290.3 
MF 1600 
例 112 硬 (刚性 ) 轮胎 与 硬 路 面 的 滑 转 
没有 滑 转 的 轮胎 不 能 产生 切 向 力 。 假 设 一 个 装 有 钢铁 车 轮 的 玩具 汽车 在 玻璃 桌面 上 行 
驶 ， 这 种 汽车 不 能 实现 顺利 地 加 速 和 转向 。 只 有 存在 足够 的 微小 滑 转 以 使 其 产生 驱动 力 ， 才 
能 使 该 车 以 极 低 的 加 速度 加 速 行驶 ， 是 由 于 玻璃 桌面 和 小 金属 车 轮 上 的 微小 接触 面 之 间 在 微 
观 尺 度 上 发 生 了 变形 和 相互 张 紧 作用 。 如 果 车 轮 与 玻璃 表面 之 间 存 在 摩擦 力 ， 就 必然 存在 运 
动 所 需要 的 请 转 。 
例 113 太 ”摩擦 机 理 
橡胶 轮胎 摩擦 产生 的 机 理 主要 源 于 以 下 三 个 方面 黏附 、 变 形 和 磨损 。 
下 = 下 + + (3. 137 ) 





一 0. 806 (3. 136 ) 





黏附 摩擦 相当 于 粘 接 。 轮 胎 的 
橡胶 能 阻止 其 在 路 面 上 的 滑动 是 由 
于 黏附 作用 使 之 粘 接 在 路 面 上 ， 是 
橡胶 与 路 面 之 间 的 分 子 粘 合 使 二 者 
发 生 黏附 作用 。 由 于 实际 的 接触 面 
积 远 小 于 观察 到 的 接触 面积 ， 这 种 
高 局 部 压力 使 分 子 产 生 粘 合 ， 如 图 
3. 44 所 示 。 轮 胎 橡 胶 与 路 面 在 接触 
点 处 结合 并 使 它们 的 表面 连接 在 一 。 Tn 
起 ， 黏 附 摩擦 力 就 是 打开 这 些 分 子 图 3.44 轮胎 与 路 面 之 间 的 分 子 粘 合 
结合 使 二 者 表面 分 开 所 需要 的 力 。 黏 附 也 称 “ 冷 焊 ”， 是 指 在 高 压 下 不 使 用 热 对 两 种 物质 的 
焊接 。 轮 胎 所 受 负载 增加 会 使 其 与 地 面 的 接触 面积 增 大 ， 进 而 形成 更 多 的 分 子 结合 ， 最 终 摩 






sd 
| 
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氛 力 增加 。 因 此 ， 黏 附 摩 氛 服 从 传统 摩擦 方程 式 
FP, =A CS) 已 (3. 138 ) 

黏附 摩擦 力 是 干燥 路 面 上 轮胎 牵引 万 的 主要 部 分 ， 在 路 面 上 有 水 、 冰 、 人 尘土 或 其 他 易 滑 物 质 
时 黏附 摩擦 力 会 显著 降低 。 湿 滑 路 面 上 的 水 阻止 了 轮胎 与 道路 的 直接 接触 ， 弱 化 了 黏附 摩擦 
力 的 生成 。 轮 胎 在 路 面 滑动 时 的 摩擦 力主 要 组 成 部 分 是 轮胎 接地 印迹 区 域 中 的 茜 弹 性 能 耗 ， 
该 能 耗 受 运动 速度 影响 并 随时 间 变 化 。 

变形 摩擦 力 是 指 轮 胎 橡 胶 变 形 并 填充 路 面 上 微小 不 平整 部 分 产生 的 摩擦 力 。 道 路 表面 存 
在 很 多 凸 起 和 四 陷 ， 这 种 特征 称 作 “不 平 度 ”， 轮 胎 在 粗 烟 路 面 上 运动 时 ， 路 面 上 的 凸 起 和 
尖顶 会 使 橡胶 发 生变 形 。 轮 胎 的 负载 使 路 面 不 平整 部 分 的 凸 起 项 人 轮胎 并 被 轮胎 橡胶 包 囊 。 
变形 摩擦 力 需要 在 橡胶 中 使 不 平整 部 分 运动 ， 它 来 自 于 对 路 面 不 平整 部 分 的 局 部 高 压 。 负 载 
增 大 将 导致 路 面 不 平整 部 分 项 入 轮胎 的 程度 增 大 ， 进 而 使 摩擦 力 增 大 。 因 此 ， 变 形 摩擦 同样 
服从 式 (3. 138)。 

变形 摩擦 是 湿 路 面 上 轮胎 牵引 力 的 主要 部 分 ， 而 粘 附 摩擦 在 有 积 水 、 冰 、 侍 土 或 易 滑 物 
时 会 显著 降低 。 

变形 摩擦 存在 于 有 相对 运动 的 任何 接触 表面 ， 无 论 怎样 精细 加 工 形 成 的 光滑 表面 ， 其 表 
面 都 会 存在 不 规则 的 极 微 小 屿 起 和 四 陷 ， 对 置 同 起 的 相互 作用 会 导致 对 各 自 表面 的 破坏 。 

磨损 摩擦 是 指 因 橡 胶 的 局 部 应 力 大 于 其 抗 张强 度 应 力 时 产生 的 摩擦 力 。 很 高 的 局 部 应 力 
使 轮胎 的 表面 结构 产生 变形 并 超过 其 弹性 极限 ， 橡 胶 聚 合 物 烙 结 被 破坏 ， 轮 胎 表 面 产生 分 子 
链 断 裂 ， 这 种 断裂 就 是 磨损 摩擦 产生 的 原因 ， 磨 损 的 结果 是 材质 的 脱离 。 负 载 增加 会 使 轮胎 
磨损 加 剧 ， 同 时 会 增 大 磨损 摩擦 力 ， 所 以 磨损 摩擦 同样 服从 于 式 (3. 138 ) 。 

例 114 滑动 摩擦 系数 ,的 双 曲 正切 模型 

为 了 对 分 析 计 算 提 供 数学 方程 式 ， 现 引入 双 曲 正切 描述 函数 。 


Ky =ptanh (| (3. 139) 


该 方程 中 有 两 个 数值 人 上, 和 s, 需要 通过 实验 测试 获得 。 假 设 车 辆 驱动 和 制 动 中 其 ,具有 对 称 
性 ,人 是 轮胎 滑动 时 的 jw, 值 ，s, 是 =0.76u, 时 s 的 临界 值 。 图 3. 45 所 示 为 滑动 摩擦 系数 
从, 的 数学 模型 。 
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Hu 
图 3.45 ”滑动 摩擦 系数 凡 , 的 数学 模型 
当 j, 和 s, 在 驱动 和 制 动 过 程 中 不 同 的 情况 下 ， 用 如 下 函数 模型 描述 摩擦 系数 j、 
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人 =p ls) tanh (| +u.H( -s) wanh [二] (3. 140) 


Sde be 

式 中 ，H(s) 是 Heaviside 函数 ，s 和 分别 是 驱动 和 制 动 时 的 临界 值 。 

例 11S$ 文 ”经 验 滑 转 模型 

基于 实验 数据 和 曲线 拟 合 的 方法 ， 人 们 将 轮胎 纵向 力作 为 纵向 滑 转 * 的 函数 ， 提 出 了 若 
干 模拟 数学 公式 。 多 数 模 型 都 过 于 复杂 ， 难 以 在 车 辆 动力 学 中 应 用 。 以 下 几 个 常用 的 模型 较 
为 简单 ， 精 确 性 也 能 满足 应 用 要 求 。 

1991 年 提出 的 Pacejka 模型 

F(s) =cisin{csarctan[ cs3s ~ ca(c3s — arctan(c3s) ) ]| (3. 141 ) 

式 中 ,cl ，c ，c3 和 c4 是 基于 轮胎 实验 数据 的 4 个 常数 。 

1987 年 提出 的 Burckhardt 模型 相对 简单 ， 含 有 3 个 常数 值 


FS) =cl(1-e 全 ) -cs (3. 142 ) 
还 提出 了 一 个 考虑 进 速度 影响 的 Burckhardt 模型 
F(s)=[c(1l-e ®) 一 ce (3. 143 ) 


该 模型 包含 4 个 需要 由 实验 测定 的 常数 值 。 
1994 年 Kiencke 和 Daviss 通过 对 1987 年 Burckhardt 模型 的 近似 展开 ， 提 出 了 一 个 简化 
模型 ， 即 


及 (CS) = 太一 一 (3. 144 ) 
十 68 二 08 
式 中 , ,是 s =0 时 了 ,(s) 相 对 于 ;s 的 斜率 。 
AF 


hk = lm (3. 145 ) 





cl 和 cs 是 基于 轮胎 实验 数据 的 常数 。 

De - Wit 于 2002 年 提出 了 另外 一 个 基于 常数 c 和 c 的 简单 模型 。 

Fi(s) =c1 Ys -css (3. 146) 

上 述 模型 中 ， 都 需要 一 条 如 图 3. 42 所 示 的 实验 曲线 ， 然 后 从 曲线 中 确定 常数 c,，c, 是 
实验 曲线 对 应 方程 的 最 优 拟 合 参数 。 对 于 表述 1987 年 Burckhardt 模型 的 式 (3. 143 ) 而 言 ， 
则 需要 至 少 在 两 个 速度 上 进行 同类 实验 。 

例 116 文 ” 滑 转 率 的 其 他 定义 方法 

另 一 种 滑 转 率 的 定义 方法 为 





1- 二 Row >v。 驱动 
本 ev (3. 147) 

R,w, 时 

1 -人 Rw <v。 制 动 


Vy 


式 中 ,vw 为 车 轮 中 心 速度 ;ww 为 车 轮 滚动 角速度 ; R, 为 轮胎 半径 。 
在 另外 一 种 定义 中 ， 纵 向 滑 转 率 采 用 下 述 方程 计算 


R n +1 R ww 到 0， 
,=1-| 人] 到 人 (3. 148) 
v -1 Rw, >v. 





x 


se[0,1] 
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在 这 种 定义 中 ，s 始终 大 于 或 等 于 0， 小 于 或 等 于 1。s =1 时 ， 或 者 是 轮胎 被 抱 死 ， 车 辆 滑 
行 ; 或 者 是 轮胎 空转 ， 而 汽车 不 动 。 

例 117 文 ”在 松软 沙 地 上 的 轮胎 

图 3. 46 所 示 为 一 个 在 沙 地 上 滚动 的 轮胎 ， 轮 胎 滚 过 沙 地 时 ， 沙 地 被 压 实 ， 沙 地 对 轮胎 
的 应 力作 用 发 生 在 自 垂直 方向 逆 时 针 计 算 的 角度 范围 内 ， 即 9 <0 < 90,。 











图 3.46 轮胎 在 沙 地 上 滚动 


这 样 就 可 以 定义 轮胎 所 受 的 法 向 应 力 o 和 切 向 应 力 r 之 间 的 关系 。 


TT 二 (c + otan0) (1 oil -9+(1-s)sing-singl] ) (3. 149) 
式 中 , * 是 式 (3.147) 中 定义 的 请 转 率 ; 下 是 常数 ， 且 有 
Ty =c+aotan0 (3. 150 ) 


式 中 ，rw 是 沙 地 作用 于 轮胎 的 最 大 剪 切 应 力 ; c 是 沙 地 的 烙 结 应 力 。 

例 118 文 ” 侧 向 滑 转 率 

应 用 黏附 和 滑动 的 概念 来 定义 纵向 滑动 率 *, 和 侧 向 滑动 率 s,， 能 够 建立 x 方向 和 yy 方向 
作用 力 的 解析 表达 式 





站 = = = (3. 151) 
式 中 ，， 为 车 轮 的 纵向 运动 速度 ; 6 为 车 轮 的 侧 向 运动 速度 ;RR。 为 轮胎 无 载荷 时 的 几何 半 
径 ; w, 为 车 轮 的 角速度 。 
滑动 非常 小 时 ， 轮 胎 力 与 请 动 率 成 正比 。 
F,=C, sx F, = Cs sy 


式 中 ，C, 为 纵向 滑动 系数 ; C, 为 侧 向 滑动 系数 。 
3.7” 侧 向 力 


垂 向 力 F, 和 侧 向 力 ,作用 于 滚动 轮胎 的 轴 心 线 上 时 ， 轮 胎 在 路 面 上 的 运动 轨迹 将 与 轮 
胎 平 面 成 a 角 ， 该 角度 称 为 侧 偏 角 ， 与 轮胎 所 受 的 侧 向 力 成 正比 。 








(3. 152) 





F,=F,] (3. 153 ) 
1 人 CC (3. 154) 
式 中 ，C。 为 轮胎 的 侧 偏 刚度 。 
,9( —F,) oF, 
C = lim a lim a (3. 155 ) 
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侧 向 力 丈 , 在 轮胎 接地 印迹 上 的 投影 位 于 轮胎 接地 印迹 中 心 线 向 后 a, 处 ， 由 该 作用 产生 的 力 
抢 MA. ， 称 作 回 正 力矩 。 
1 =11 (3. 156) 
有 1 =F,a, (3. 157) 
a 角 很 小 时 ， 回 正 力 矩 M. 迫使 轮胎 绕 z 轴 转 动 ， 并 令 轮 胎 的 x 轴 与 速度 矢量 wv 的 方向 趋 
向 一 致 ， 回 正 力矩 始终 趋向 于 使 侧 偏 角 a 减 小 。 
证 明 : 车 轮 受 稳定 垂 向 载荷 忆 时 ， 在 轮轴 
上 施加 侧 向 力 ， 轮 胎 将 会 发 生 如 图 3.47 所 示 的 
侧 偏 。 轮 胎 的 特性 和 受 侧 向 力 ,作用 下 的 线性 
弹簧 一 样 ， 其 侧 向 刚度 为 局。 
F,=k,Ay (3. 158) 
侧 向 力 达 到 最 大 值 Py 时 ， 车 轮 开始 侧 向 滑 
动 ， 此 时 ， 侧 向 力 近 似 保持 稳定 ， 与 垂 向 载荷 成 
正比 。 
= 有 (3. 159) 
式 中 , pw 为 轮胎 沿 y 轴 方 向 的 摩擦 系数 。 图 3. 48 
所 示 为 某 侧 偏 轮胎 接地 印迹 的 底部 视图 。 
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侧 偏 轮胎 接地 印迹 
图 3.48 侧 偏 轮胎 的 底部 视图 





如 果 侧 偏 轮胎 在 路 而 上 向 前 滚动 ， 其 接地 印迹 也 会 沿 纵向 产生 伸缩 挠 变 。 图 3. 49 所 示 
为 一 侧 偏 滚动 轮胎 接地 印迹 的 底部 视图 ， 尽 管 该 轮胎 的 轮胎 平面 与 路 面 垂直 ， 其 车 轮 运动 方 
向 也 会 与 轮胎 平面 成 一 角度 a。 车 轮 向 前 滚动 时 ， 沿 未 变形 的 胎 面 在 进入 接地 印迹 区 后 将 会 
发 生 像 纵向 变形 一 样 的 侧 向 变形 。 胎 面 运 动 到 接地 印迹 后 部 的 时 候 ， 其 侧 偏 变形 加 剧 ， 直 至 
其 接近 轮胎 接地 印迹 的 后 部 界线 为 止 。 法 向 载荷 在 轮胎 接地 印迹 后 部 逐渐 减 小 ， 其 摩擦 力也 
随 之 减 小 ， 所 以 胎 面 逐渐 离开 轮胎 接地 印迹 区 域 并 随 之 滑动 回 到 其 初始 位 置 ， 该 侧 偏 胎 面 开 
始 向 回 滑动 的 位 置 称 作 滑 动 线 。 

如 图 3. 50 所 示 为 侧 向 力作 用 下 的 滚动 轮胎 及 其 侧 偏 角 ， 胎 面 的 侧 向 变形 取决 于 在 轮胎 
接地 印迹 内 切 向 应 力 7 的 分 布 ， 假 设 切 向 应 力 r, 正比 于 轮胎 胎 面 变形 量 ， 则 因此 而 产生 的 
侧 向 力 为 

















FP, = 上 -ad (3. 160) 
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于 3.49” 侧 偏 轮胎 的 底部 视 医 














胎 面 轨迹 





气动 拖 距 底部 视图 顶部 视图 
图 3. 50 滚动 轮胎 在 侧 偏 角 a 下 的 应 力 分 布 7,、 侧 向 力 已 和 气动 拖 距 a 

















其 位 置 在 轮胎 接地 印迹 中 心 线 后 面 a 的 位 置 。 


oo = | rd (3. 161) 
y 2 
距离 c, 称 作 气动 拖 距 ， 由 该 力作 用 形成 的 力矩 M, 称 作 回 正 力矩 。 
M.=M.k (3. 162) 


M,= Pa (3. 163 ) 
回 正 力矩 M. 迫使 轮胎 绕 z 轴 转 动 ， 并 令 轮 胎 平 面 与 速度 矢量 w 的 方向 趋向 一 致 。 图 
3. 50 所 示 为 应 力 分 布 7,、 由 应 力 构成 的 侧 向 力 忆 和 气动 拖 距 a，。 
由 于 侧 偏 角 a 的 存在 ， 轮 胎 的 垂 向 力 Fr, 也 会 发 生 一 定 的 侧 向 偏 移 ， 并 由 此 产生 一 个 对 
正 * 坐标 轴 方 向 的 侧 偏 力矩 。 
M.=-M,i (3.164) 
M, = Fa, (3. 165) 
侧 偏 角 a 始终 会 随 侧 向 力 ,的 增 大 而 增 大 ， 但 是 ， 当 侧身 力 P, 逐渐 增 大 时 ， 轮 胎 的 滑 
动 线 会 先 向 轮胎 接地 印迹 后 部 移动 ， 进 而 向 前 移动 。 轮 胎 侧 偏 角 和 侧 向 力 之 间 是 作用 和 反 作 
用 的 关系 ， 因 侧 向 力 产生 侧 偏 角 ， 因 侧 偏 角 产 生 侧 向 力 。 正 因 如 此 ， 我 们 才能 通过 使 轮胎 偏 
转 获得 一 个 侧 偏 角 ， 又 由 该 侧 偏 角 产 生 使 汽车 转向 的 侧 向 力 ， 汽 车 的 转向 也 会 导致 形成 轮胎 
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侧 偏 角 并 产生 侧 向 力 。 如 果 轮 胎 绕 z 坐标 轴 疝 与 速度 矢量 " 一 致 的 方向 转动 ， 其 侧 偏 角 a > 
0。 侧 偏 角 a 为 正 值 时 ， 对 应 生成 的 侧 向 力 ,为 负 值 。 因 此 ， 绕 着 -z 坐标 轴 向 右 转 向 ， 将 
获得 正 的 侧 偏 角 并 生成 负 的 侧 向 力 ， 使 轮胎 向 右 偏转 。 采 用 轮胎 的 速度 矢量 和 分 量 w= vi + 
b,j 形式 ， 可 以 再 次 定义 侧 偏 角 如 下 

aretan :二 (3. 166) 


x 


图 3. 51 所 示 为 稳定 垂 向 载荷 下 将 侧 向 力 ,看 作 侧 偏 角 a 的 函数 获得 的 曲线 ， 侧 偏 角 较 
小 时 ， 侧 向 力 , 旦 线性 变化 ， 对 较 大 的 侧 偏 角 a， 侧 向 力 F, 随 侧 偏 角 a 增长 而 增长 的 速度 
逐渐 降低 。a 达到 某 极限 值 后 ， 轮 胎 开始 在 路 面 上 打滑 ， 此 时 侧 向 力 将 保持 稳定 或 稍 有 减 
小 。 因 此 ， 我 们 可 以 假设 ，a 较 小 时 ， 侧 向 力 与 侧 偏 角 a 成 正比 。 
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图 3.51 稳定 垂 向 载荷 下 侧 向 力 媚 与 侧 偏 角 wa 的 函数 关系 


= -Ca (3. 167) 
OF 

Cs, = - lim 一 一 (3. 168 ) 
ao-0 00 

















图 3. $1 中 显示 子午 线 轮 胎 的 侧 偏 刚度 C。 比 非 子 午 线 轮胎 的 侧 偏 刚度 高 ， 这 是 因为 产生 
相同 侧 向 力 时， 子午 线 轮胎 需要 的 侧 偏 角 较 小 。 

图 3. 52 所 示 为 子午 线 轮 胎 和 非 子午 线 轮 胎 回 正 力矩 的 案例 。 由 于 侧 偏 角 很 小 时 气动 拖 
距 a, 随 侧 偏 角 的 增 大 逐渐 增 大 ， 直 至 增 大 到 最 大 值 ， 在 侧 偏 角 较 大 时 ， 其 气动 拖 距 又 随 侧 
偏 角 的 增 大 逐渐 减 小 为 0， 甚至 变 为 负 值 。 因 此 ， 图 3. 52 所 示 的 回 正 力矩 M, 的 特征 也 与 此 
相似 。 

侧 向 力 F,= -Caa 可 以 分 解 为 垂直 于 运动 轨迹 v 的 Fcosa 和 平行 于 运动 轨迹 wv 的 
书 sina， 如 图 3. 53 所 示 。 分 量 ,cosa 垂直 于 运动 轨迹 ， 称 作 回转 力 ， 分 量 ,sina 与 运动 轨 
迹 一 致 ， 称 作 牵 引 阻 力 。 

侧 向 力 态 有 时 也 称 作 横向 力 ， 或 操 稳 力 ， 我 们 可 以 将 车 辆 全 部 轮胎 上 的 侧 向 力 合 成 为 
作用 在 车 辆 质心 C 的 合力 。 

例 119 轮胎 载荷 对 侧 向 力 曲 线 的 影响 

车 轮 载荷 已 增 大 时 ， 轮 胎 胎 面 对 地 面 的 附着 能 力 将 会 增强 ， 故 在 侧 偏 角 a 保持 不 变 时 ， 
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一 一 子午 线 
一 一 一 非 子午 线 
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局 角 a 的 函数 关系 
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图 3.53” 侧 向 力 ,的 回转 力 分 量 和 牵引 阻力 分 量 
其 侧 向 力也 会 相应 增 大 ， 而 轮胎 会 在 达到 更 大 侧 偏 角 时 开始 滑动 。 图 3. 54 所 示 为 某 轮胎 在 
不 同 垂 向 载荷 下 的 侧 向 力 特性 。 
7000 


6000 | 





5000 





-—Fy/N 
上 
号 
= 
局 























图 3.54 某 轮胎 侧 向 力作 为 侧 偏 角 a 的 函数 时 在 不 同 垂 向 载荷 下 的 特性 
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载荷 的 增 大 不 仅 能 提高 轮胎 的 最 大 可 达 侧 向 力 ， 它 还 能 在 最 大 侧 向 力 的 作用 下 使 侧 偏 角 
一 步 增 大 。 





为 了 更 具 实 用 性 ， 有 时 通过 无 量 纲 变 量 形式 表示 载荷 对 侧 向 力 的 影响 ， 如 图 3. 55 所 示 。 


三 =4000N 



































ca/() 
图 3.55 ”以 无 量 纲 形式 表述 的 载荷 对 侧 向 力 随 侧 偏 角 a 变化 的 影响 











例 120 文 ”高 夫 图 

侧 偏 角 a 是 侧 向 力 F， i = 了 a, 的 主要 影响 因素 ,但 是 ，F, 和 MM, 却 又 依赖 
于 其 他 多 个 因素 ， 如 速度 w、 压 力 p、 温 度 、 湿度 和 路 面条 件 等 。 可 以 针对 一 组 参数 分 别 绘 
出 了, 和, 的 曲线 来 更 好 地 表示 二 者 的 关系 ， 这 种 图 称 作 高 夫 图 。 图 3. 56 为 某 乘 用 车 子午 
线 轮胎 的 高 夫 图 。 每 一 个 轮胎 都 有 其 各 自 的 高 夫 图 ， 但 是 也 可 以 用 平均 高 夫 图 来 表示 子午 线 
轮胎 或 非 子 午 线 轮 胎 。 
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图 3.56 某 乘 用 车 子午 线 轮胎 的 高 夫 





器 











例 121 速度 的 影响 

速度 增 大 时 作为 侧 偏 角 函 数 的 侧 向 力 曲 线 F(a) 会 降低 ， 因 此 在 较 高 速度 时 我 们 应 该 增 
大 其 侧 偏 角 以 获得 相应 的 侧 向 力 ， 侧 偏 角 的 增 大 又 通过 增 大 转向 角 获 得 。 图 3. 57 所 示 为 速 
度 对 某 乘 用 车 子午 线 轮胎 忆 的 影响 。 由 于 这 种 特性 ， 国 定 转向 角 下 单 轮 汽车 的 路 径 曲率 将 





108 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册) ( 原 书 第 2 版 ) 








随 着 驱动 速度 的 增 大 而 增 大 。 
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图 3.57 ”速度 对 某 子午 线 轮胎 和 WM, 的 影响 


例 122 文 ” 侧 向 力 的 三 次 模型 
轮胎 侧 偏 角 变 大 时 ， 线 性 近似 的 式 (3. 154) 已 不 能 很 好 地 表述 轮胎 特性 。 基 于 轮胎 接 
地 印迹 内 垂直 应 力 的 抛物 线 型 分 布 ， 下 述 20 世纪 50 年 代 提 出 的 三 次 方程 可 以 用 来 计算 侧 偏 
角 较 大 时 的 轮胎 侧 向 力 。 
1 Ca 1 (CaY 
En : 南 [2 ) 0 


式 中 ,Fy 是 轮胎 能 够 提供 的 最 大 侧 向 力 ，Fjy 取 决 于 轮胎 载荷 和 侧 向 摩擦 系数 jw,。 下 面 给 
出 轮胎 侧 向 力 ,达到 最 大 值 Pw 时 的 侧 偏 角 ax ， 由 式 (3. 169) 可 得 








F, = -coal 一 











-3F, 
要 四 (3. 170) 
因此 
Q 1/aY 
,= cool -总 + 村 [全 ] (3.171) 
i _3a a lf/aY 
Fy 1 ] (3. 172) 
图 3.58 所 示 为 侧 向 力 随 侧 偏 角 变 化 的 三 次 曲线 模型 ， 该 方程 仅 适用 于 0<a<ayw 时 的 
情况 。 


例 123 友 侧 向 应 力 模 型 
设 茶 轮 胎 以 小 侧 偏 角 a 在 干燥 路 面 上 滚动 ， 假 设 由 此 在 轮胎 接地 印迹 内 产生 的 侧 向 应 
力 可 用 如 下 方程 表示 
人 x 
7, (x, y) = (1 - =] -jo (7 ) (3.173) 


参数 c 与 轮胎 载荷 已 、 侧 偏 角 a 和 纵向 滑 转 率 * 成 正比 。 如 果 轮 胎 接地 面积 是 4p =4 xa x 
b=4x5cmx12cm， 则 c=1 时， 轮胎 所 受 侧 向 力 ,为 





3 轮胎 动力 学 109 
































1 
0.8 
2 0.6 
By, 0.4 
0.2 
0 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


[24 
QM 


图 3.58 侧 向 力 随 侧 偏 角 变 化 的 三 次 曲线 模型 














有 = 人 yY)d4 


= 局 a (4 os)(! 5 J (es jw 








= 0. 01447,m (3. 174) 
如 果 通 过 测量 侧 向 加 速度 后 计算 得 到 侧 向 力 ,=1000N, 则 最 大 侧 向 应 力 为 
TM - = 69444Pa (3. 175 ) 
侧 向 应 力 在 轮胎 印迹 上 的 分 布 为 
_ 证 ym 
T(x, y) -69444| 1 和 号 3 je (Pe (3.176) 


例 124 环形 运动 中 的 轮胎 
轮胎 可 以 被 理想 化 为 一 个 圆 盘 ， 该 圆 盘 能 够 在 环形 运动 中 自由 地 滑动 转向 。 有 宽度 的 自 
由 深 动 轮胎 转弯 时 ， 其 纵向 应 力 分 布 是 不 均衡 的 ， 如 图 3. 59 所 示 。 接 地 印迹 中 轮胎 的 内 侧 
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3.59 自由 滚动 轮胎 转向 时 纵向 应 力 的 不 均衡 分 布 
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会 收缩 ， 外 部 会 延展 ， 轮 胎 上 某 一 位 置 的 收缩 量 和 延展 量 随 着 其 与 轮胎 平面 距离 的 增 大 而 增 
加 ， 该 轮胎 平面 以 x 轴 表 征 。 同 时 ， 轮 胎 接地 印迹 的 前 部 短 于 其 后 部 ， 因 此 ， 轮 胎 接 地 印迹 
坐标 系 的 y 轴 并 不 是 其 对 称 线 。 结 果 ， 轮 胎 印 迹 中 的 非 对 称 应 力 分 布 产 生 回 正 力矩 、 抗 自 旋 
力矩 和 滚动 阻力 矩 。 
3.8 外 倾 力 

外 倾角 7y 是 指 轮 胎 绕 车 辆 纵向 轴 x 轴 的 倾斜 角 ， 因 外 倾角 产生 的 侧 向 力 F,， 称 作 外 倾 
推力 或 外 倾 力 。 图 3. 60 为 某 外 倾 轮胎 的 前 视图 以 及 由 此 产生 的 外 倾 力 已 。 沿 * 轴 正 方向 观 


察 ， 自 z 轴 向 轮胎 平面 测量 时 ， 外 倾角 为 正 值 ， 即 y >0， 正 的 外 倾角 会 产生 治 y 轴 负 方向 的 
外 倾 力 。 






索 脸 中 心 线 





3.60” 某 外 倾 轮胎 的 前 视图 以 及 由 此 产生 的 外 倾 力 





外 倾角 y 较 小 时 ， 外 倾 力 与 外 倾角 成 正比 ， 并 且 与 车 轮 载荷 的 大 小 有 关 。 因 此 





F,=F,] (3.177) 
F,= -Cyy (3. 178) 
式 中 ，Cy 称 为 轮胎 的 外 倾 刚度 。 
C, = im i (3. 179) 
y 


外 倾角 y 和 侧 偏 角 a 共同 存在 时 ， 轮 胎 所 受 总 的 侧 向 力 丈 是 其 侧 偏 力 与 外 倾 推力 的 合 
力 。 





F,= -Cy-Caa (3. 180) 

证 明 : 阁 车 轮 在 稳定 载 往 下 轮 载 发 生 外 倾 ， 轮 胎 将 侧 向 弯曲 从 而 使 接地 印迹 区 域 在 外 倾 
方向 一 侧 被 拉 长 ， 另 一 侧 变 短 。 图 3. 61 所 示 为 水 平 路 面 上 某 坚 直 轮 胎 与 缓慢 转向 轮胎 的 接 
地 印迹 比较 。 车 轮 向 前 滚动 时 ， 未 变形 的 胎 面 部 分 在 进入 轮胎 接地 印迹 区 域 时 ， 会 同时 发 生 
纵向 变形 和 横向 变形 。 但 是 ， 受 轮胎 接地 印迹 形状 的 影响 ， 外 倾 方向 一 侧 的 胎 面 进入 轮胎 接 
地 印迹 时 其 横向 延展 时 间 较 长 。 因 为 产生 的 横向 应 力 与 横向 延展 量 成 正比 ， 所 以 胎 面 不 均匀 
的 延展 形成 了 不 均匀 的 应 力 分 布 ， 且 其 外 倾 方 向 一 侧 产 生 的 横向 应 力 较 大 。 外 倾 轮胎 接地 印 
迹 上 横向 应 力 分 布 的 不 均匀 性 导致 了 向 外 倾 方向 一 侧 的 外 倾 推力 F,。 
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F,=F,j (3.181) 
F, = [rd4 (3.182) 











SS LDPE 




















= 


ee 


轮胎 接地 印迹 


侧 向 应 力 





竖 直 轮胎 外 倾 轮胎 
图 3.61 水 平 路 面 上 竖 直 轮胎 与 外 倾 轮胎 缓慢 转向 时 的 接地 印迹 对 比 





外 倾角 很 小 时 ， 外 倾 推力 与 外 倾角 成 正比 。 
F,= -Cyy (3. 183) 
轮胎 滚动 时 ， 合 成 外 倾 推力 下, 将 前 移 一 段 距 离 a, ， 由 此 形成 的 绕 z 轴 的 力矩 称 作 外 倾 
扭矩 ， 距 离 a, 称 作 外 倾 拖 距 。 





M.=M.k (3. 184) 
M, = Po (3. 185) 


因为 外 倾 拖 距 通常 很 小 ,所 以 在 进行 线性 车 辆 动力 学 分 析 时 可 以 忽略 外 倾 扭 矩 。 
外 倾 轮胎 接地 印迹 的 变形 导致 其 在 外 倾 一 侧 变 长 ，F, 为 支撑 轮胎 负载 的 垂 向 合力 


F.= | ed4 (3. 186) 
自 轮 胎 接 地 印迹 中 心 沿 侧 向 移动 一 段 距 离 a, 
a,, = 六 | Yo.dh, (3. 187) 


距离 a, 称 为 外 倾 力 臂 ， 形 成 的 合成 力矩 M, 称 作 外 倾 力矩 。 
M, =M, (3. 188) 
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角 y 成 正比 。 

a = Cy (3. 190) 

图 3. 62 所 示 为 在 稳定 轮胎 载荷 已 =4500N 下 ， 外 倾 力 随 外 倾角 变化 的 情况 。 因 为 
子午 线 轮胎 蔬 性 较 好 ， 所 以 产生 的 外 倾 力 较 小 。 
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多 3. 62 ”稳定 轮胎 载荷 下 ， 外 倾 力 F, 随 外 倾角 y 变化 的 情况 














图 形 方式 能 更 形象 地 说 明 F, 对 外 倾 力 的 影响 。 图 3. 63 所 示 为 菜子 午 线 轮胎 处 于 不 同 外 
倾角 时 ， 其 外 倾 力 , 随 垂 向 载荷 ,的 变化 关系 。 
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多 3.63 某 子午 线 轮 胎 不 同 外 倾角 时 外 倾 力 FP 随 垂 向 载 答 F. 的 变化 关系 


如 果 给 某 滚动 的 外 倾 轮胎 再 施加 一 个 侧 偏 角 a， 则 轮胎 接地 印迹 将 会 产生 如 图 3.64 所 
示 的 扭曲 变形 ， 胎 面 路 径 将 会 更 为 复杂 。 合 成 侧 向 力 将 处 于 距离 轮胎 接地 印迹 中 心 的 a 和 
mw 处 ,距离 a, 和 a, 都 是 角度 a 和 的 函数 。 由 y 引起 的 外 倾 力 和 由 a 引起 的 侧 偏 力 ， 合 
成 为 总 轮胎 侧 向 力 。 因 此 ， 侧 向 力 可 以 计算 如 下 
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F,= -Ca-Cyy (3. 191) 
上 述 计算 关系 适用 于 y 达 10。，a 友 "时 的 情况 。 需 要 
注意 ， 外 倾角 y 和 侧 偏 角 a 都 存在 的 情况 下 ， 根 据 y 
和 a 方向 的 不 同 ， 总 侧 向 力 可 能 为 正 值 ， 也 可 能 为 负 




































































值 。 图 3. 65 所 示 为 某 轮 胎 在 稳定 载荷 尺 =4000N 作 六) 
用 下 ， 其 侧 向 力 随 y 和 a 变化 的 关系 。 与 侧 向 力 相 
似 ， 回 正 力矩 M, 也 可 以 综合 考虑 侧 偏 角 和 和 外 倾角 的 
影响 来 估算 。 
后 的 接地 印迹 
5000 
4000 
3000 
< 2000 
000 
0 
-1000 
= 2 4 6 8 10 12 
a/(°) 
图 3.65 ” 某 轮胎 在 稳定 载荷 .=4000N 作用 下 ， 其 侧 向 力 与 y 和 a 的 关系 
M, = Cu, + Cu,y (3. 192) 


对 子午 线 轮胎 ，Cw ~0.013N + m/(") ，Cw 守 0.0003N . mA(°); 对 于 非 子午 线 轮胎 ，Cy ~ 
0.01N + m/(°), Cu,~0.001N . m/(°)。 

例 125 太 ”倾斜 路 面 

考虑 某 车 辆 在 侧 倾角 为 B 的 公路 上 行驶 的 情况 ， 其 轮胎 仍 保持 竖 直 。 这 时 在 车 上 将 产生 
向 斜 下 方 的 重力 分 量 ， 即 fi = mgsin8， 该 力 给 汽车 向 斜 下 方 的 拉力 。 由 于 轮胎 与 路 面 之 间 
的 夹 角 ， 即 外 倾角 y=B 的 存在 ， 车 辆 还 将 受 向 斜 上方 的 外 倾 力 ， 即 Ff, = Cyy。 侧 向 合力 
,= CyY -mgsinB 与 外 倾 刚 度 C, 有 关 ， 该 力 将 决定 车 辆 向 斜 上 方 还 是 向 斜 下 方 运动 。 因 为 
非 子午 线 轮 胎 的 外 倾 刚度 C, 较 大 ， 所 以 ， 非 子午 线 轮胎 比 子 午 线 轮胎 更 有 可 能 向 斜 上 方 运 
动 。 

因为 摩托 车 的 侧 向 力主 要 通过 外 倾 产 生 ， 所 以 这 种 外 倾 作用 对 摩托 车 尤为 重要 。 对 轿车 
和 货车 而 言 ， 外 倾角 要 小 得 多 ， 所 以 在 实践 中 其 影响 经 常 可 以 忽略 不 计 。 但 是 ， 有 些 基 架设 
计时 会 考虑 在 轴 荷 变化 或 者 车 轮转 向 时 使 车 轮 产 生 外 倾 。 

例 126 外 倾 的 重要 性 以 及 轮胎 接地 印迹 模型 

轮胎 没有 侧 偏 时 ， 其 外 倾 将 产生 侧 向 力 。 因 为 摩托 车 的 绝 大 部 分 侧 向 力 由 轮胎 外 倾 产 
生 ， 这 种 外 倾 作 用 对 摩托 车 尤为 重要 。 下 面 的 公式 用 于 描述 外 倾 轮胎 的 接地 印迹 和 直立 轮胎 
的 接地 印迹 之 间 的 侧 向 偏差 ， 并 表示 因 轮胎 外 倾 产 生 的 侧 向 应 力 
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y= -siny( Rs -x — Re -a ) (3. 193) 
Ty = —yk(a? —x’) (3. 194) 
式 中 , 用 于 修正 轮胎 接地 印迹 内 平均 外 倾 变 形 。 
[zdx = [ ydx (3. 195) 
因此 
k -3 — aVR -a2 +R2arcsin a (3. 196) 
4a3y 8 8 R, 
/py 7 
故 ~ 于 Se (3. 197) 
人 
并 且 
2 9 
yy (gx) (3. 198) 
他 
3.9 轮胎 力 


轮胎 可 以 看 作 是 一 个 力 发 生 咒 ， 该 发 生 器 有 两 个 主要 和 输出: 向 前 的 力 忆 和 侧 向 力 ，， 
还 有 三 个 次 要 输出 : 回 正 力矩 W.、 侧 倾 力 憩 M, 和 俯仰 力矩 Wi。 力 发 生 需 的 输入 是 轮胎 载 
荷 已、 侧 俩 角 a、 纵向 滑动 率 s 和 外 倾角 y。 


F.=F(F,, a, s, Y) (3. 199) 
Fy,=F,(F., a, s, Y) (3. 200) 
M,=M,(F,, a, s, Y) (3.201) 
M,=M,(F,, a, s, Y) (3. 202) 
M.=M.(F,, a, s, Y) (3. 203) 


不 计 深 动 阻力 和 空气 动力 学 受 力 ， 对 某 一 负载 而 言 ， 主 要 输出 力 可 以 通过 一 组 线性 
公式 来 估算 
FPF, = (SS)E Mi(s) =C,s 
F,= -Ca-Cyy (3. 204 ) 
式 中 ，C, 是 纵向 滑动 系数 ; Cu。 是 侧 向 刚度 ; Cy 是 外 倾 刚度 。 
轮胎 的 输入 a、s 和 ? 同时 存在 时 ， 轮 胎 力 称 作 轮 胎 合 力 。 最 重要 的 轮胎 合力 是 由 轮胎 
纵向 滑动 与 轮胎 侧 偏 引起 的 剪 切 力 。 如 果 和 轮胎 的 侧 偏 角 和 滑动 率 在 轮胎 的 线性 范围 内 ， 则 可 
以 通过 力 的 又 加 来 计算 轮胎 的 输出 力 。 
驱动 力 和 制 动 力 能 够 改变 任意 侧 偏 角 a 下 轮胎 产生 的 侧 向 力 局， 这 是 因为 ， 纵 向 力 在 
驱动 力 或 制 动 力 的 方向 上 拖 动 轮胎 接地 印迹 ， 从 而 使 轮胎 接地 印迹 的 侧 向 偏 移 长 度 发 生 了 改 








图 3. 66 所 示 为 侧 偏 角 a 对 作为 滑动 率 s 函数 的 纵向 力 比 率 FAF, 的 影响 ,图 3. 67 所 示 
为 侧 偏 角 a 对 作为 滑动 率 ; 函数 的 侧 向 力 比 率 /VF. 的 影响 。 图 3. 68 和 图 3. 69 分 别 为 不 同 
滑动 率 s 时 纵向 力 比率 五/AF, 及 侧 向 力 比率 FVF, 随 侧 偏 角 a 变化 的 函数 关系 。 
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证 明 : 考虑 某 侧 偏 角 为 a 的 转向 轮胎 ， 该 轮胎 产生 了 一 个 侧 向 力 ,= - Cea。 在 该 轮胎 
上 施加 一 个 驱动 力 或 制 动 力 后 ， 将 会 产生 一 个 纵向 力 玉 =ws(s) 天， 同时 其 侧 向 力 减 小 。 实 
验 数据 表明 ， 存 在 滑动 率 * 时 ， 侧 向 力 减 小 的 情况 如 图 3. 67 所 示 。 现 在 假设 侧 偏 角逐 渐 减 
小 为 0， 减 小 a 会 在 降低 侧 向 力 的 同时 增加 纵向 力 ， 纵 向 力 增 加 的 实验 情况 如 图 3. 68 所 示 。 

某 滑 动 率 为 * 的 滚动 轮胎 产生 一 个 纵向 力 FF =p,(s)F,， 对 其 施加 一 个 侧 偏 角 a 后， 在 
产生 一 个 侧 向 力 的 同时 ， 其 纵向 力 将 减 小 。 实 验 数据 表明 ， 存 在 侧 偏 角 a 时， 纵向 力 减 小 
的 情况 如 图 3. 66 所 示 。 现 在 假设 滑动 率 ; 逐渐 减 小 为 0， 从 而 驱动 力 或 制 动 力 也 减 小 为 0。 
减 小 滑动 率 * 会 导致 纵向 力 降低 ， 同 时 侧 向 力 增 大 ， 侧 向 力 增加 的 情况 如 图 3. 69 所 示 。 


HR™ EF: / F: 











制 动 驱动 
3.67 不 同 侧 偏 角 a 下 侧 向 力 比率 F/R. 随 滑动 率 s 变化 的 函数 关系 
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制 动 驱动 
图 3.68 不 同 滑动 率 s 时 纵向 力 比率 FV/F, 随 侧 偏 角 a 变化 的 函数 关系 
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图 3. 69 ”不同 滑动 率 * 时 侧 向 力 比 率 ,VF. 随 侧 偏 角 a 变化 的 函数 关系 

















例 127 摩擦 椭圆 
轮胎 同时 存在 纵向 滑动 和 侧 向 滑动 的 情况 下 ， 称 为 组 合 滑动 。 处 于 组 合 滑动 下 的 轮胎 接 
地 印迹 内 的 前 切 力 可 以 通过 摩擦 椭圆 模型 进行 近似 计算 


[六] (大 ] = (3. 205) 
F F 








JM XM 


摩擦 椭圆 如 图 3. 70 所 示 。 

















EIN 

















图 3.70 ”摩擦 椭圆 


证 明 : 作用 在 轮胎 接地 印迹 上 平行 于 地 面 的 剪 切 力 Fw 包括 两 个 分 量 ， 分 别 是 纵向 力 
,和 侧 向 力 F,。 


Fw =F,i+F, (3. 206) 
F,=C,sF, (3. 207) 
FP,= -C0 (3. 208) 


这 两 个 力 不 能 超过 各 自 的 最 大 值 忆 和 严 。 
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Py (3. 209) 
VA (3.210) 

图 3. 70 中 的 轮胎 沿 速度 矢量 ,以 侧 偏 角 a 运动 ，* 表示 轮胎 平面 。 轮 胎 没有 侧 偏 时 ， 最 

大 纵向 力 为 =p,F, = 0%。 此 时 ， 如 果 在 轮胎 上 施加 一 个 侧 偏 角 ， 将 会 生成 一 个 侧 向 力 


= OE， 纵向 力 减 小 为 ,= 08B。 在 没有 纵向 滑动 时 ， 轮 胎 最 大 侧 向 力 为 =p P= 0D。 
纵向 力 和 侧 向 力 同时 存在 时 ， 可 以 假设 最 大 剪 切 力 和 撩 量 的 极 值 点 是 在 一 个 摩擦 椭圆 上 。 


Z 





FY FY 
7 一 和 | =1 3.211 
虽 加 ， 
在 =k =k 时 ， 摩 擦 椭圆 将 变 为 一 个 圆 形 ， 且 
Fy =MF, (3.212) 


例 128 宽 轮胎 

与 窄 轮胎 相 比 ， 宽 轮胎 的 接地 印迹 较 短 。 假 设 有 两 辆 相同 的 车 分 别 装 配 了 宽 轮 胎 和 窜 轮 
胎 ， 且 轮胎 胎 压 相同 ， 则 两 辆 车 上 轮胎 的 接地 印迹 面积 应 该 相等 。 在 侧 偏 角 相 同 的 情况 下 ， 
接地 印迹 较 短 的 轮胎 比 接地 印迹 较 长 的 轮胎 路 面 粘 附 段 的 长 度 要 长 。 因 此 ， 轮 胎 负载 和 侧 偏 
角 相 同时 ， 与 窗 轮 胎 接地 印迹 相 比 ， 较 宽 的 轮胎 接地 印迹 能 产生 更 大 的 侧 向 力 。 

一 般 而 言 ， 无 论 是 宽 轮 胎 还 是 窗 轮 胎 ， 轮 胎 的 性 能 和 最 大 附着 力 都 会 随 着 速度 提高 而 降 
低 。 

例 129 正弦 轮胎 力 模型 

几 十 年 前 ， 基 于 实验 数据 建立 了 一 系列 应 用 正弦 函数 描述 轮胎 力 的 模型 。 用 正弦 函数 对 
轮胎 力 建 模 可 以 提高 效率 ， 对 计算 机 分 析 更 加 突出 。 

轮胎 侧 向 力 的 正弦 函数 模型 为 








F,=Asin( Barctan( CD)) (3.213) 
pd (3.214) 

Cu . 已 
C=78 CG, = Cisin 2aretan | (3.215) 
A,B = 形状 因子 (3.216) 
C1 = 最 大 侧 偏 刚度 (3.217) 
C, = 达到 最 大 侧 偏 刚度 时 的 轮胎 负载 (3.218) 


例 130 文 ”经 验 轮胎 模型 
基于 实验 数据 和 曲线 拟 合 ， 人 们 于 1991 年 提出 了 为 非 线 性 轮胎 力 建 模 的 Paceja 模型 。 
F(u) =cisin|coarctanl cau(1 -ec4) +cerarctan(c3 s)] | (3.219) 
式 中 ,ci 、@ 、c 和 c4 是 4 个 由 轮胎 实验 数据 确定 的 常数 。 当 变量 w 是 纵向 滑动 率 * 时 ， 则 
取 F(s) =F, 表示 纵向 驱动 力 。 当 变量 是 侧 偏 角 a 时 ， 则 取 F(a) = 局 表示 侧 向 力 。 系 数 
。 wo 和 6 分 别 表示 刚度 、 形 状 、 极 值 和 曲率 系数 。 
当 轮胎 同时 受 纵向 力 和 便 向 力 时 ， 则 严 和 忆 , 的 计算 系数 要 满足 式 (3.211)。 


3. 10 ”小 结 


本 章 我 们 将 坐标 系 (oxyz) 设置 在 轮胎 的 接地 印迹 中 心 上 ， 称 为 轮胎 坐标 系 。 其 * 轴 沿 
轮胎 平面 与 地 面 的 交 线 ， 其 = 轴 与 地 面 垂 直 ， 其 y 轴 与 上 述 两 轴 共 同 构成 该 坐标 系 ， 使 坐标 
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系 符合 右手 定 则 ， 并 用 两 个 角度 表示 轮胎 的 方位 : 外 倾角 y 和 侧 偏 角 a。 外 倾角 是 指 轮胎 
平面 与 牌 直 平面 之 间 的 夹 角 ， 绕 x 轴 测 量 ; 侧 偏 角 a 是 速度 矢量 vw 与 x 轴 之 间 的 夹 朋 ， 绕 z 
轴 测 量 。 

受 垂 向 载荷 的 车 轮 在 水 平 路 面 上 滚动 时 ， 存 在 一 个 有 效 半径 R,， 称 作 深 动 半径 
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Rs (3. 220) 
式 中 w 是 前 进 速度 ，wv 是 车 轮 滚 动 角 速度 。 有 效 半 径 可 以 做 如 下 近似 计算 
及 一 及 
Re (3. 221) 
该 值 介 于 无 负载 半径 或 几何 半径 RR, 与 负载 高 度 Ri 之 间 。 
R, <R, <R, (3. 222) 
x 轴 方 向 上 的 轮胎 力 是 纵向 力 , 和 深 动 阻力 Fi 的 合力 ， 纵 向 力 为 
F, = (FF, (03.023) 
式 中 * 是 轮胎 的 纵向 滑动 率 。 
:ee -1 (3. 224) 
Mi(s) =C,s S<<1 (3. 225) 
y 轴 方 向 上 的 轮胎 力 忆 , 是 侧 偏 力 和 外 倾 推力 的 合力 。 
f= -Cy -Caa (3. 226) 


式 中 第 一 项 ，- C,y， 是 外 倾 推 力 ， 该 力 与 轮胎 的 外 倾角 y 成 正比 。 第 二 项 ，Csa， 称 作 侧 
裔 力 ， 该 力 与 轮胎 侧 偏 角 a 成 正比 。 侧 偏 系 数 C。 和 外 倾 系数 C, 与 作用 在 轮胎 上 的 垂直 载 
荷 成 正比 ， 并 由 实验 测试 确定 。 

地 面 上 的 滚动 轮胎 还 会 产生 一 个 称 为 滚动 阻力 的 纵向 力 ， 该 力 的 作用 方向 与 运动 方向 相 
反 ， 并 与 作用 在 接地 印迹 上 的 垂 向 力 成 正比 

F,=p,F, (3. 227) 

式 中 参数 凡 , 称 作 深 动 阻力 系数 ， 该 系数 与 轮胎 的 几何 特性 、 速 度 、 磨 损 情 况 、 温 度 、 载 答 、 
尺寸 、 驱 动力 与 制 动 力 和 路 面 状 况 有 关 。 因 为 的 方向 与 速度 wv 的 方向 相反 ， 所 以 a0 时 
F, 和 六, 都 会 受 其 影响 。 


3.11 主要 符号 
































































































































a 以 及 x 加 速度 C, 纵向 滑动 系数 

a,b 4 的 半 轴 C,, C,, 纵向 滑动 系数 和 侧 向 滑动 
Qu。 回 正 力 臂 系数 

Qu 外 倾 拖 距 Ca 侧 偏 系数 ， 侧 偏 刚度 

0 外 倾 力 辟 Cc 外 倾 系数 ， 外 倾 刚度 

4 轮胎 接地 印迹 的 面积 d 轮胎 单元 的 径 向 偏 移 

C1, C2, C3, C4 函数 ,= 了 ,(s) 的 系数 dp 无 滑动 轮胎 行程 

Co， C1， Cs 多 项 式 函数 P=F(w) 的 dd 实际 轮胎 行程 


系数 D 轮胎 直径 
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E 杨 氏 模 量 s, 侧 向 滑动 率 
站 函数 车 轮转 矩 
hh 弹 萤 力 以 及 %,，v ”速度 ， 接 地 印迹 内 的 胎 面 
FF, 滚动 阻力 Re 
F, 纵向 力 ， 前 进 力 . ph 
侧 向 力 bea 轮胎 胎 面相 对 于 地 面 的 
Pp, 最 大 侧 向 力 
已 法 向 力 ， 生 向 力 ,轮胎 y, zx 位 移 
载 向 X,Y, 2 坐标 轴 
sn | i‘ 地 面 的 位 移 
; 轮胎 接地 印迹 内 的 胎 面 的 。 。 Pt 
加 速度 变化 率 位 移 
k 刚度 < 
且 ， 万, 太 , 避 。 非 线性 轮胎 刚度 系数 于 人 
人 i 2 量 ， 滚 动 阻力 辟 
ke :0 时 所 (9 对。 的 仙 率 入 ee 
及 «方向 的 轮胎 刚度 2 
hb, y 方 向 的 轮胎 刚度 z 轮胎 在 x 轴 方 向 的 变形 率 
及 z 方 向 的 轮胎 刚度 有 轮胎 侧 偏 角 
K jw =J.(p, wu ) 中 子午 线 轮 oa 最 大 轮胎 侧 偏 角 
台 和 非 子午 线 轮胎 的 参数 ”6 倾斜 坡 道 斜 率 
六 质量 y 外 倾角 
M, M, 滚动 阻力 矩 6 变形 量 
M。 M, 侧 倾 力 和 矩 ， 外 倾 力 矩 ， 倾 2 访 当 
斜 力矩 Ax 轮胎 在 x 轴 方 向 的 变形 
M, 俯 爷 力矩， 滚动 阻力 矩 量 , 深 动 阻力 辟 
M, 横 摆 力矩 ， 回 正 力矩 , 自  Ay 轮胎 在 y 轴 方 向 的 变形 量 
回 正 力矩 ， 钻 转 力矩 Az 轮胎 在 z 轴 方 向 的 变形 量 
n hp 的 形状 与 应 力 分 布 9 轮胎 转动 角度 
5 数 jg 非 线 性 滚动 摩擦 系数 
轮胎 转动 数 Wh 滚动 摩擦 系数 
p 轮胎 充气 压力 p(s) 纵向 摩擦 系数 
P 滚动 阻力 功率 pay 驱动 时 摩擦 系数 峰值 
r 轮胎 外 围 的 径 向 位 置 Wa 摩擦 系数 稳定 值 
R, 轮胎 几何 半径 os, 最 大 法 向 应 力 
局 轮胎 负载 高 0 轮胎 接地 印迹 上 的 法 向 
R, 轮胎 滚动 半径 ， 有 效 半径 应 力 
纵向 滑动 率 fe 法 向 应 力 平均 值 
s。 纵向 滑动 率 极 值 前 切 应 力 
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Tr, Ty 轮胎 接地 印迹 上 的 剪 切 ou 等 效 轮胎 角速度 
应 力 w, 车 轮 角 速度 ， 实 际 轮胎 角 
Ti 最 大 剪 切 应 力 速度 
9 接地 角 ，Ap 所 覆盖 的 角度 
习 题 


1. 轮胎 接地 印迹 尺寸 与 平均 法 向 应 力 
人 LR3 汽车 的 整备 质量 为 m =2641kg， 和 车 辆 总 质量 为 m =3230kg， 假设 前 后 轴 人 负载 之 


Fs _1450kg 
比 为 1780kg" 


假设 轮胎 接地 印迹 上 的 法 向 应 力 均 匀 分 布 ， 请 应 用 上 述 数 据 ， 考 虑 前 轴 和 后 轴 轮 胎 充 气 
压力 p 的 影响 ， 确 定 轮 胎 接 地 印迹 的 尺寸 参数 a 站 bo 
2. 轮胎 接地 印迹 尺寸 ， 子 午 线 轮胎 
霍 顿 TK Barina 是 一 种 舱 背 式 汽 车 ， 其 参数 为 m = 860kg，/ =2480mm， 轮 胎 规 格 185/ 
55R15S 82V。 








且 有 71=2885mm， 轮 胎 规 格 : 255/55R19。 














假设 二 = 1. 1， 假 设 轮胎 接地 印迹 上 的 最 大 压力 等 于 (单位 为 Pa) ， 试 确定 取 nn=3 时 
0 


轮胎 接地 印迹 的 尺寸 。 

3. 六 等 效 狐 性 阻尼 

橡胶 材料 上 载荷 的 加 载 与 印 载 形 成 了 “ 力 一 位 移 ” ， 即 (下 ，x) 的 循环 平面 。 

(a) 试 说 明 根 据 循环 平面 的 面积 即 可 确定 一 个 加 载 和 凶 载 的 往复 周期 中 耗费 的 能 量 。 

(b) 解释 为 什么 代表 加 载 的 曲线 一 定 高 于 代表 名 载 的 曲线 。 

(c) 设 材料 为 弹性 材料 ， 试 求 该 等 效 秋 性 阻尼 系数 co ， 使 得 一 个 往复 循环 中 消耗 的 能 
量 保持 不 变 。 

4. 轮胎 接地 印迹 尺寸 与 轮胎 负载 

假设 某 轮胎 向 上 压力 p 均匀 分 布 、 承 受 负载 为 已 的 汽车 ， 其 参数 如 下 : 

pAp =D(2a x20) = 下 

(a) 考虑 压力 p 的 影响 ,确定 轮 胎 接 地 印迹 一 半 长 度 的 尺寸 a。 

(p) 考虑 a 和 ,的 影响 ,确定 轮胎 的 有 负载 高 度 Rj。 

(c) 根据 f, 一 R; 曲线 确定 轮胎 的 垂 向 刚度 。 

(d) 考虑 轮胎 负载 『.， 确 定 轮胎 滚动 的 有 效 半径 R,。 

5. 轮胎 接地 印迹 的 平均 应 变 

考虑 某 承 载 轮胎 的 接地 印迹 面积 为 4p =2a x25， 该 负载 下 轮胎 弧 长 Rep 变 为 24， 试 确 
定 轮胎 接地 印迹 上 的 接触 应 变 e = AMl。 

径 向 加 速度 变化 率 

根据 函数 关系 "=r(6) ， 确 定 并 画 出 轮胎 接地 印迹 上 的 径 向 加 速度 变化 率 7。 

7. 女 轮 胎 接地 印迹 上 的 胎 面 运动 速度 

深 动 轮胎 接地 印迹 区 域内 胎 面 的 运动 速度 为 
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Cos@p 





v=R,w 


-p<0<o9p 


cos20 

(a) pg =15° 时 ,绘制 wv/Rw 随 6 变化 的 曲线 。 

(b) 在 某 两 个 对 称 的 点 ， 存 在 " 等 于 Rew， 试 确定 此 时 的 角度 0。 

8. 轮胎 接地 印迹 上 的 最 大 wa 

轮胎 接地 印迹 上 wa 的 极 值 点 发 生 在 接地 印迹 的 两 端 和 中 间 0 =0 的 位 置 ， 试 确定 并 绘 出 
0=0 时 ,va 与 9 的 关系 。 

9. 滚动 阻力 系数 

阿尔 法 罗密欧 Spider 汽车 的 参数 为 m = 1690kg, 1 =2530mm ,轮胎 规格 P225/50 R17。 
假设 a1/as =1.2, p=180kPa， 且 有 wy =235.0km/h。 试 确定 汽车 前 轴 轮 胎 和 后 轴 轮 胎 在 最 
大 速度 vy 下 的 滚动 阻力 系数 几 。 

10. 深 动 阻力 功率 

某 三 萎 Calant 汽车 的 参数 为 m = 1700kg, 1 =2750mm, vy = 190km/h, 轮胎 规格 P235/45 
R18。 假 设 a1/as =1.2,p =27180kPa， 试 确定 最 大 速度 下 的 滚动 阻力 功率 。 

11. 深 动 阻力 

深 动 阻力 F, 的 方向 与 -v 一致 还 是 与 -i 一 致 ” 试 区 分 不 同情 况 和 假设 进行 讨论 。 

12. 纵向 滑动 

(a) 假设 R, =0.98R。， 试 确定 P225/50 R17 轮胎 的 纵向 滑动 率 s。 

(b) 如 果 车 轮 的 运动 速度 为 w= 100km/h， 试 求 车 轮 角 速度 w、 和 轮胎 的 等 效 角 速 
度 ws。 

13. 轮胎 上 的 侧 偏 力 和 牵引 阻力 

考虑 如 图 3. 54 所 示 某 轮胎 的 侧 向 力 特性 ， 假 设 侧 偏 角 a 为 4"， 垂 向 负载 f, = 5000N,， 
计算 此 时 作用 在 轮胎 上 的 侧 偏 力 和 牵引 阻力 。 

14. 外 倾角 

考虑 如 图 3. 65 所 示 某 轮胎 的 特性 ， 假 设 已 =4000N 时 轮胎 需要 侧 向 力 f= -3000N， 
如 果 a =4"， 所 需 外 倾角 y 应 为 多 大 ? 试 计 算 系 数 Ce 和 C，。 

15. 大 外 倾角 

某 轮胎 C, =300NM? ，Cu =700NA*， 如 果 外 倾角 y=18°*， 则 在 零 侧 偏 角 情 况 下 侧 向 力 是 
多 大 ? 试 分 析 轮 胎 侧 偏 角 是 多 少时 才 可 以 使 侧 向 力 降低 到 F, = -3000N? 

16. 侧 偏 角 与 纵向 滑动 

考虑 如 图 3.67 所 示 某 轮胎 的 特性 ,假设 一 辆 狐 有 该 轮胎 的 汽车 以 稳定 速度 在 某 弯 道上 
转向 ， 其 轮胎 侧 偏 角 a =4"。 试 求 要 维持 相同 的 侧 向 力 ， 使 车 辆 加 速 令 滑 动 率 * =0.05 时 ， 
轮胎 侧 偏 角 a 应 为 多 少 ? 使 车 辆 减速 令 滑动 率 s= -0. 05 时 ， 轮 胎 侧 偏 角 a 应 为 多 少 ? 

17. 太 轮 胎 内 空气 的 运动 
思考 车 辆 以 稳定 速度 或 稳定 加 速度 行驶 时 ， 轮 胎 内 压缩 空气 的 运动 情况 如 何 ? 



































































































































4 动力 传动 系统 动力 学 


车 辆 能 够 达到 的 最 大 加 速度 受 两 个 因素 制约 : 驱动 轮 的 最 大 转 矩 和 轮胎 接地 印迹 上 的 最 
大 牵引 力 。 第 一 个 因素 取决 于 发 动机 和 传动 系 的 性 能 ， 第 二 个 因素 取决 于 轮胎 - 地 面 的 摩 
擦 。 本 童 将 研究 发 动机 和 传动 系统 的 性 能 。 
4.1 发 动机 动力 学 

内 燃 机 能 够 达到 的 最 大 功率 P。 是 发 动机 角速度 w。 的 函数 ， 即 P. = P。(w。)， 称 为 功率 
特性 函数 。 该 函数 需要 通过 实验 来 确定 ， 也 可 以 用 一 个 三 阶 多 项 式 做 近似 计算 。 





3 
玉生 SP ww = Piw。+ Pw + Pw: (4.1) 
1 


如 果 用 P 表示 发 动机 最 大 功率 ， 此 时 的 发 动机 转动 角速度 为 ow， 其 中 P 的 单位 为 
W，wn 的 单位 为 rad/s， 对 火花 点 火 式 发 动机 采用 如 下 算式 
Pu Py Pu 
Fe P, = 一 Pa = 一 -本 (4.2) 
M OM WM 
图 4.1 所 示 为 某 火花 点 火 式 发 动机 的 功率 性 能 ， 图 中 显示 该 发 动机 在 wy = 586rad/s 过 
5600vmin 时 达到 Py =50kW， 该 曲线 起 始 于 能 够 使 发 动机 稳定 惰 转 的 革 个 角速度 。 
对 非 直 喷 式 柴油 发 动机 采用 如 下 算式 
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50 
40 120 
地 30 9 E 
入 之 
20 60 
10 30 
0 0 
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图 4.1 某 火 花 点 火 式 发 动机 的 功率 和 转 矩 性 能 
Py Py Py 
Pi =0.6— P,=1.4— Ps= ~ (4.3) 
OM OM OM 


对 直 喷 柴油 发 动机 采用 如 下 算式 。 
Py Py 
Pi =0.87 一 忆 =1.13 一 P= -os (4.4) 
WM WM 
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发 动机 输出 功率 为 P。 时 的 驱动 转 矩 7.。 计算 如 下 。 


P, a 
T 有 = 局 +Poe+Paows (4.5) 


e 


例 131 Porsche 911 和 Corvett Z06 发 动机 

某 款 Porsche 911 带 涡轮 增 压 发 动机 的 汽车 配置 了 一 台 水 平 对 置 6 氏 、 双 涡轮 增 压 发 动 
机 ， 排 量 为 3396mL。 该 发 动机 在 转速 为 ww =6000r/min 二 628rad/s 时 输出 最 大 功率 Py = 
353kW ， 在 转速 为 w。=5000rxmin=523rad/s 时 输出 最 大 转 矩 Ty =620N . m。 汽 车 的 质量 为 
1585kg， 可 以 用 3.7s 从 静止 加 速 到 96km/h， 该 车 最 大 速度 为 310km/h。 

Porsche 911 发 动机 的 功率 特性 函数 的 系数 如 下 














Pu _353000 
Pp 8 =562. 1Ws (4.6) 
P 
B00 0 0 We (4.7) 
WM 628 
P 
Be (4.8) 
3 3 3 
OM 628 
其 功率 特性 函数 为 
P. =562. 1o。 +0. 89507w? -1.4253 x10 ow (4.9) 





某 款 Corvette Z06 汽车 配置 一 台 V8 发 动机 ， 排 量 为 6997mL。 该 发 动机 在 转速 为 w。 = 
6300r/min 二 660rad/s 时 可 输出 最 大 功率 Py =377kW， 在 转速 为 w。=4800r/min 二 502rad/s 时 
输出 最 大 转 矩 为 Tw =637N . m。 该 汽车 质量 为 1418kg， 可 用 3.9s 从 静止 加 速 到 100km/h， 
其 最 大 速度 为 320km/h。 

该 Corvette Z06 汽车 发 动机 的 功率 特性 函数 的 系数 如 下 











Pu _377000 
Pi = 660 -571.2Ws (4.10) 
P 
0 (4.11) 
wh 660 
P 
Be 0 (4.12) 
wi 660 
故 其 功率 特性 函数 为 
P。=571. 2w。+0. 86547mw。 -1.3113 x10 3 wi (4.13) 


图 4. 2 所 示 为 Porsche 911 和 Corvette Z06 功率 特性 曲线 对 比 的 情况 。 

尽管 对 研发 大 功率 发 动机 没有 限制 ， 但 是 功率 为 73. 5kW 左右 的 发 动机 对 一 般 民 用 汽车 
已 经 足够 了 ， 功 率 为 735kW 的 发 动机 则 已 经 超过 民用 汽车 的 应 用 极限 。 但 是 对 赛车 而 言 ， 
通常 会 配备 符合 比赛 规则 的 更 高 功率 的 发 动机 。 例 如 ，F1 赛车 规则 中 明确 了 允许 配备 的 发 
动机 类 型 ， 其 发 动机 必须 是 四 冲程 发 动机 ， 同 时 排 量 小 于 3000mL， 和 气缸 数 不 多 于 10 个 ， 并 
且 每 个 气缸 上 的 气门 数 不 多 于 5 个 ,但 是 并 没有 对 发 动机 功率 进行 限制 。 

例 132 P。 曲线 和 了 . 曲线 下 方 的 区 域 

理论 上 讲 ， 一 台 发 动机 可 以 在 其 特性 曲线 P。 = P.(we。) 下 方 任意 工 况 点 工作 ， 因 此 ， 功 
率 特性 曲线 P。 = P,(w,) 也 就 可 以 看 作 是 该 发 动机 功率 水 平 的 上 限 。 假 设 通过 给 发 动机 施加 
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到 4. 2 ” Porsche 911 和 Corvette Z06 的 功率 特性 曲线 














一 个 制 动 力 使 其 保持 在 某 一 稳定 转速 ， 然 后 增 大 节气 门 开 度 ， 随 着 节气 门 开 度 的 逐渐 增 大 ， 
发 动机 将 输出 更 大 的 功率 ， 直 至 节气 门 完 全 打开 ， 此 时 即 可 获得 发 动机 在 该 转速 下 的 最 大 输 
出 功率 。 

发 动机 的 功率 特性 会 随 着 w。 的 增 大 而 持续 升 高 ， 直 至 在 ww 时 达到 最 大 功率 值 Pn， 此 
后 功率 特性 又 随 着 w。 的 增 大 开始 下 降 。 其 转 矩 7。 = PA/w。 也 会 随 着 w。 的 增 大 而 升 高 ， 但 是 
会 在 达到 最 大 功率 之 前 的 某 一 较 低 转速 时 升 至 其 最 大 值 。 可 见 ， 随 着 转速 w。 的 增 大 ， 转 矩 
要 早 于 功率 开始 下 降 。 等 到 功率 开始 下 降 的 时 候 ， 转 和 矩 值 已 经 远 低 于 其 最 大 值 。 

芍 驶 人 通常 不 会 感受 到 发 动机 的 功率 特性 ， 但 是 却 会 在 加 速 时 感受 到 发 动机 的 转 算 
特性 。 

例 133 发 动机 效率 曲线 

发 动机 将 蕴含 在 燃油 里 的 化 学 能 转化 成 发 动机 输出 轴 的 机 械 能 ， 这 种 转化 的 效率 与 发 动 
机 的 工 况 有 关 。 为 了 表示 发 动机 在 某 工 况 下 的 效率 ， 可 以 在 发 动机 特性 图 上 增加 等 效率 曲 
线 。 因 此 ， 功 率 特性 曲线 P。 = P.(w。) 下 的 任意 一 点 都 是 发 动机 某 一 确定 效率 下 的 工 况 点 。 
最 大 效率 点 通常 发 生 在 产生 最 大 转 抢 的 角速度 附近 ， 此 时 节气 门 也 接近 最 大 开 度 ， 图 4.3 所 
示 为 含 等 效率 线 的 某 火花 点 火 式 发 动机 的 功率 特性 图 。 

例 134 功率 单位 

目前 存在 几 种 不 同 的 表示 功率 的 单位 ， 功 率 的 国际 单位 制 单位 为 瓦特 (W)。 






































IW (4.14) 
在 车 辆 动力 学 和 车 辆 工业 领域 ， 马 力 (hp) 也 较为 常用 。 
1W =0. 001341hp lhp =745. 699872W (4.15) 





需要 说 明 的 是 ， 马 力 在 不 同 的 领域 有 四 种 定义 : 英制 单位 ， 米 制 单 位 ， 水 力 单位 和 电工 
单位 。 

lhp( 英 制 单位 ) =745. 699872W (4.16) 

lhp( 电 工 单位 ) =746W (4.17) 
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图 4.3 含 等 效率 线 的 某 火 花 点 火 式 发 动机 的 功率 特性 图 
1hp( 水 力 单位 ) =746. 043W (4.18) 
1hp( 米 制 单位 ) =735. 4988W (4.19) 
实际 应 用 中 ， 还 有 另外 一 些 功 率 单位 。 
1W =0. 239006cal/s (4. 20 ) 
1W =0. 000948Btu/s (4.21 ) 
1W =0.737561ftlb/s (4. 22 ) 














James Watt (1736 -1819) 通过 试验 计算 出 一 匹 马 能 够 在 1s 内 将 5501b 的 质量 提升 1ft 
的 高 度 ， 也 就 意味 着 这 匹 马 做 功 的 功率 为 550flb/s=745. 701 叉 。Watt 将 此 做 功能 力 算 作 一 
匹 马 做 功 的 功率 ， 即 1 马力 。 下 面 是 用 于 由 英制 单位 体系 测量 获得 的 转 矩 值 来 计算 功率 值 的 


公式 。 








F(lb)v, (mile/h) 
374 


T(ft. ]b)w(rmin ) 
5252 
例 135 稳定 速度 下 的 燃油 消耗 
假设 某 车 以 稳定 速度 v 沿 直线 行驶 ， 计 算 其 行驶 所 需要 的 能 量 可 以 通过 将 驱动 车 轮 上 
的 功率 与 时 间 相 乘 获得 。 


P(hp) = 





P(hp) = 





(4.23) 

















oy 太 全 (4. 24) 


Vy 


式 中 ，d 为 行驶 距离 ,EF 为 车 轮 滚动 所 需要 的 能 量 。 但 是 ， 要 确定 驱动 全 车 行驶 所 需 的 实际 

能 量 ， 还 需要 包括 进 一 些 效率 系数 。 通 常用 7。 表示 发 动机 效率 ， 用 nm, 表示 传动 系 效 率 用 HH 

表示 燃油 的 热 值 ,用 pr 表示 人 燃油 的 密度 。 车 辆 在 某 一 稳定 速度 下 行 驶 时 ， 其 驱动 力 ,与 阻 
力 相 和 等， 因此， 单位 距离 上 发 生 的 燃油 消耗 q 为 
Eh, 

{nmpid 

国际 单位 制 中 gq 的 单位 是 mAm， 但 是 LA100km 更 为 常用 。 在 美国 ， 和 车辆 的 燃油 消耗 率 

单位 是 mile/gal。 




















(4.25) 
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例 136 文 _P. =P.(o。) 曲 线 的 变化 

发 动机 压缩 比 增加 时 功率 特性 曲线 会 整体 向 上 移动 ， 通 过 改变 凸轮 、 进 气 总 
气 歧 管 流 道 长 度 也 可 以 使 发 动机 达到 最 大 转 矩 时 的 角速度 位 置 发 生变 化 。 

由 于 存在 传动 损失 ， 车 轮 的 功率 曲线 ， 或 称 地 面 作用 功率 曲线 的 形状 可 能 会 与 发 动机 功 
率 特性 曲线 的 形状 有 所 不 同 ， 最 大 功率 转速 w。 也 可 能 不 同 ， 而 通过 车 辆 底盘 功率 计 测 试 获 
得 的 功率 曲线 最 为 可 靠 、 实 用 。 

例 137 文 ”最 大 功率 与 最 大 转 矩 

车 辆 在 某 一 档 位 下 ， 发 动机 工作 于 其 最 大 转 矩 转速 (假设 为 P。= 173.4kW ，we。 = 
3600r/min) ， 这 时 发 动机 产生 并 传递 到 驱动 车 轮 上 一 定 大 小 的 转 矩 (假设 为 Th =460N : m,， 
该 值 乘 以 总 传动 比 ) ， 这 就 是 该 档 下 的 最 佳 性 能 。 通 过 换 档 ， 并 使 发 动机 工作 于 最 大 功率 转 
速 〈 假 设 为 P. =209kW，w。 =5000r/min) ， 此 时 发 动机 将 会 输出 某 一 较 低 转 矩 7。=400N' m。 
但 是 ， 在 车 速 相同 时 ， 传 递 到 驱动 车 轮 的 转 矩 却 会 增 大 。 这 是 因为 ， 换 档 时 发 动机 转速 提高 
了 近 39% [ = (5000 -3600)/3600] ， 而 发 动机 转 矩 降低 了 13% [ = (460 -400)/460]。 因 此 ， 
对 于 某 一 车 速 而 言 ， 最 大 功率 转速 时 的 驱动 车 轮转 矩 比 最 大 转 矩 转速 时 的 驱动 车 轮转 矩 增 
加 26% 。 

如 果 发 动机 特性 曲线 与 图 4. 1 中 的 特性 曲线 相似 ， 则 就 某 一 给 定 汽车 速度 而 言 ， 发 动机 
在 最 大 功率 转速 ww 以 外 的 任意 转速 时 ， 其 输出 到 驱动 车 轮 的 转 和 抑 都 低 于 在 最 大 功率 转速 
wu 下 输出 到 驱动 车 轮 的 转 矩 。 因 此 ， 理 论 上 讲 ， 车 辆 最 佳 最 高 车 速 总 是 发 生 在 发 动机 最 大 
功率 工 况 时 。 

汽车 在 发 动机 最 大 功率 工 况 下 行驶 并 达到 某 车 速 后 ， 该 车 将 不 能 再 在 该 车 速 的 基础 上 继 
续 加 速 。 即 使 通过 选择 其 他 档 位 使 发 动机 在 最 大 转 矩 工 况 附近 工作 ， 这 种 换 档 也 不 能 再 令 车 
速 提 高 。 在 发 动机 最 大 功率 工 况 下 行驶 的 汽车 ， 能 够 于 某 一 车 速 下 向 轮胎 输出 最 大 转 和 矩 ， 但 
是 ， 此 时 发 动机 并 未 处 于 其 最 大 转 矩 工 况 。 传 动 装置 放大 了 从 发 动机 输出 的 转 矩 ， 放 大 倍数 
等 于 传动 比 。 

例 138 友 ”理想 发 动机 特性 

理想 的 发 动机 应 该 能 够 在 任何 速度 下 发 出 稳定 的 功率 ， 故 对 这 样 的 理想 发 动机 有 


P.=P, 也 = 一 (4. 26) 
CU 


图 4. 4 所 示 为 某 功率 为 P =50kW 的 理想 发 动机 功率 和 转 矩 特性 曲线 。 

车 辆 动力 学 中 ， 通 过 引入 一 个 变速 器 使 发 动机 保持 在 最 大 功率 工 况 工 作 或 者 在 最 大 功率 
工 况 附近 工作 ， 这 样 可 以 令 发 动机 功率 ， 即 车 轮 功率 ， 稳 定 在 最 大 功率 值 。 因 此 ， 和 车轮 上 的 
转 矩 与 理想 发 动机 发 出 的 转 矩 相似 。 

电动 机 能 够 近似 地 实现 稳定 功率 特性 输出 。 

理想 发 动机 的 男 一 种 设想 是 发 动机 能 够 输出 转 矩 - 转速 为 线性 关系 的 功率 ， 对 这 样 的 发 
动机 有 
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T= P.=C.w.” (4.27) 

但 是 内 燃 机 却 不 能 实现 上 述 发 动机 的 特性 ， 图 4. 5 所 示 为 C。=0. 14539 时 的 理想 特性 曲线 。 
例 139 文 ”相同 ww 下 的 最 大 功率 与 最 大 转 矩 

音 想 性 能 的 发 动机 最 好 能 够 在 同一 转速 ww 时 达到 最 大 转 和 矩 和 最 大 功率 ， 但 是 ， 获 得 这 
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4.4 理想 发 动机 的 功率 和 转 矩 特性 曲线 
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图 4.5 具有 线性 转 矩 -转速 关系 的 某 理 想 发 动机 的 特性 曲线 ，7。 =0. 14539w。 




















样 的 发 动机 并 不 现实 ， 因 为 火花 点 火 式 发 动机 达到 最 大 转 矩 Fw 时 的 转速 为 











d7 
= 户 +2Paoe=0 (4. 28 ) 
-P， Paoz 1 
WwW。 = 2P, ps 7 OM (4.29) 
该 转速 仅 是 最 大 功率 转速 的 一 半 。 
当 转 和 矩 达 到 最 大 值 时 ， 其 功率 为 
3 
P=P1 +P, wi +P, 和 | -部 Pw (4.30) 
而 当 转 速 为 w。=ww 时 ， 欲 达到 最 大 功率 ， 其 转 矩 为 
元 过 二 记 ， (4.31) 


WM 
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4.2 动力 传动 系统 及 其 效率 


此 处 所 讲 的 动力 传动 系统 ， 是 指 传 动 装置 ， 包 括 车 辆 中 所 有 将 转 矩 和 功率 从 发 动机 传递 

给 驱动 车 轮 的 系统 和 设备 。 大 多 数 车 辆 采用 如 下 两 种 类 型 的 传动 装置 :手动 换 档 传动 装置 和 

傍 变 矩 器 的 自动 换 档 传 动 装置 。 动 力 传动 系 包 括 发 动机 、 离 合 器 、 变 速 器 、 传 动 轴 、 差 速 
器 、 驱 动 轴 和 驱动 和 车轮。 图 4. 6 所 示 为 某 后 轮 驱 动车 辆 动力 传动 系统 的 组 成 。 

= 驱动 车 轮 发 动机 = 









> 








图 4.6 后 轮 驱 动车 辆 动力 传动 系统 的 组 成 








发 动机 是 动力 传动 系统 的 动力 源 ， 它 输出 的 是 对 应 于 某 一 发 动机 转速 we 的 发 动机 转 
和 矩 7.。 

离合 器 用 在 配置 手动 变速 噩 的 车 辆 上 连接 和 切断 发 动机 与 其 他 动力 传动 系 部 件 的 动力 
传递 。 

变速 器 用 于 改变 发 动机 到 驱动 车 轮 的 传动 比 。 

传动 轴 用 于 变速 器 和 差 速 器 的 连接 。 发 动机 前 置 、 前 轮 驱 动 和 发 动机 后 置 、 后 轮 驱 动 的 
车 辆 中 没有 传动 轴 ， 在 这 类 车 辆 中 差 速 器 和 变速 器 集成 在 一 起 ， 称 作 驱 动 桥 。 

差 速 器 是 一 个 定 传动 比 传动 箱 ， 该 传动 箱 能 够 使 两 侧 的 驱动 车 轮 获得 不 同 的 速度 ， 从 而 
使 车 辆 转弯 行驶 。 

驱动 轴 用 于 连接 差 速 器 和 驱动 车 轮 。 

驱动 车 轮 将 由 发 动机 传 来 的 转移 转变 成 地 面 驱动 力 。 

动力 传动 系统 中 每 个 部 件 的 输出 和 输入 转 矩 与 角速度 如 图 4.7 所 示 。 


We we Ce 
燃油 a 3 
发 动机 [|g T.E 离合 器 a 
we wa wd wd 
并 -| ww | Tl | 传动 轴 本 
wd Ww WW vy 
re “上 人 


图 4.7 动力 传动 系统 各 部 件 输入 和 输出 的 转 矩 与 角速度 
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驱动 车 轮 上 获得 的 功率 为 


已 =nP. (4.32) 
式 中 ,，”m <1， 表 示 发 动机 与 驱动 车 轮 之 间 的 总 效率 。 
7 =e mM (4.33) 





7。<1 是 变 矩 咒 效 率 ，7,<1 是 传动 装置 效率 。 
发 动机 转动 角速度 和 车 速 之 间 的 关系 为 





R, 
A (4.34) 


ns ng 


式 中 ，n, 是 变速 器 传动 比 ;nu 是 差 速 器 传动 比 ，w。 是 发 动机 转动 角速度 ，R。 是 轮胎 有 效 





Vy 














齿轮 传动 装置 的 传动 比 或 齿轮 减速 比 ，n， 是 输入 速度 与 输出 速度 之 比 。 
(4.35) 








(4. 36) 
Win 
证 明 : 发 动机 通过 传动 系 连接 到 驱动 车 轮 ， 由 于 传动 系 中 摩擦 的 存在 (以 变速 器 和 变 


和 矩 器 中 的 摩擦 为 主 ) ， 驱 动车 轮 上 的 功率 总 是 小 于 发 动机 输出 轴 端 的 功率 ， 输 出 功率 与 输入 
功率 的 比值 称 作 效率 。 























Pi 
7 = 证 (4. 37 ) 


如 果 用 7 表示 传动 装置 效率 ，” 表示 变 和 矩 咒 效率 ， 则 传动 系 总 效率 为 9 =me mi。 车 轮 上 的 
功率 为 传动 系 的 输出 功率 P,,, =P,， 发 动机 功率 为 传动 系 的 输入 功率 P;, =P。。 所 以 有 
P, =nP. (4. 38) 
图 4.8 所 示 为 某 半 径 为 R, 的 驱 ES 
动车 轮 以 角速度 w, 在 地 面 上 滚动 ， 
其 运动 速度 为 v。 

v, =R,w, (4. 39) 
在 发 动机 和 驱动 车 轮 之 间 有 两 个 齿轮 
装置 : 变速 器 和 差 速 器 。 记 n, 为 变 
速 器 传动 比 ，n4 为 差 速 器 传动 比 ， 
则 传动 系 的 总 传动 比 为 


























n =n,ng (4. 40) 图 4.8 半径 为 R, 轮胎 以 角速度 ov、 
因此 ， 发 动机 角速度 w。 是 驱动 车 轮 运动 速度 w 在 地 面 上 滚动 
角速度 w 的 n 售 。 
We TWO eld (4.41) 
最 终 获 得 
和 (4.42) 


例 140 发 动机 前 置 与 后 置 ， 前 轮 驱 动 与 后 轮 驱动 
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汽车 上 的 发 动机 有 的 布置 在 前 部 ， 有 的 布置 在 后 部 ， 分 别称 作 发 动机 前 置 车 辆 和 发 动机 
后 置 车 辆 。 驱 动车 轮 可 以 布置 在 前 部 ， 也 可 以 布置 在 后 部 ， 还 有 的 车 辆 所 有 和 车轮 都 是 驱动 
轮 ， 这 样 就 会 有 6 种 组 合 。 在 这 6 种 组 合 中 ， 发 动机 前 置 前 轮 驱动 (FWD)、 发 动机 前 置 后 
轮 驱动 (RWD) 和 发 动机 前 置 全 轮 驱 动 (AWD) 的 组 合 最 为 常见 。 仅 有 少数 三 家 生产 发 动 
机 后 置 后 轮 驱 动 的 汽车 ， 没 有 采用 发 动机 后 置 前 轮 驱 动 方案 的 车 辆 。 

例 141 车 轮 上 的 转 矩 

车 轮 上 的 功率 为 P, =7P.， 深 动 角速度 为 ov =we/(Cnsna)。 因 为 已 =7T@， 所 以 车 轮 上 的 
转 矩 T, 为 





























P, 天 
了 二 二 = nanaT, (4.43) 





例 142 功率 定律 
动力 传动 系 中 的 任何 机 械 装 置 都 适用 一 个 简单 的 定律 。 
功率 输出 = 功率 输入 -功率 损失 
PP (4.44) 





同 理 ， 因 为 
功率 = 转 矩 x 角速度 
P=Tw (4.45) 
所 以 ， 汽 车 动力 传动 系 中 的 所 有 齿轮 类 装置 都 可 以 通过 增 大 角速度 来 降低 输入 转 矩 ， 或 通过 
减 小 角速度 来 提高 输入 转 矩 。 

例 143 娘 “容积 效率 ， 热 效率 和 机 械 效率 

由 燃油 蕴含 能 量 转变 为 发 动机 输出 轴 上 能 量 的 过 程 存在 一 定 的 效率 。 

7 =nynrny (4.46) 
ny 为 容积 效率 ，77 为 热效率 ，7w 为 机 械 效 率 。 

容积 效率 my 用 于 表示 进入 气 氏 的 燃油 空气 量 的 多 少 。 

在 吸 气 行 程 中 进入 气缸 空间 的 燃油 空气 混合 物 是 用 于 产生 能 量 的 物质 基础 。 容 积 效 率 
nv 用 于 表示 气缸 内 燃油 空气 相对 于 等 体积 大 气 的 量 ， 如 果 气 氏 内 燃油 空气 的 气压 为 大 气压 
力 ， 则 发 动机 的 容积 效率 为 100% 。 增 压 器 能 够 提高 进 气压 力 ， 从 而 使 发 动机 的 容积 效率 大 
于 100%。 反之， 如 果 气 负 内 的 气压 低 于 大 气压 力 ， 则 发 动机 的 容积 效率 小 于 100% 。 一 般 
发 动机 工作 时 的 容积 效率 my 在 80% ~100% 之 间 。 

燃油 空气 流入 气 仙 时 受到 影响 时 ， 其 容积 效率 ny 将 发 生变 化 。 发 动机 的 功率 取决 于 进 
入 发 动机 气 氏 的 燃油 /空气 质量 比率 ， 并 与 之 成 正比 。 

热效率 my 表示 燃油 所 蕴含 能 量 中 转化 为 可 供 使 用 能 量 的 程度 。 

增加 燃油 空气 进入 气 拭 的 量 意味 着 会 有 更 多 的 燃油 能 量 可 以 用 于 人 做功， 但 是 ， 并 非 所 有 
燃油 能 量 都 能 转化 为 机 械 能 ， 即 使 是 最 好 的 发 动机 也 只 能 将 大 约 173 的 化 学 能 转化 为 机 
械 能 。 

热效率 会 随 压缩 比 、 点 火 时 间 、 火 花 塞 位 置 和 燃烧 室 设计 的 改变 而 变化 ， 低 压缩 比 发 动 
机 的 热效率 yz=0. 26， 赛 车 用 的 高 压缩 比 发 动机 的 热效率 m7 二 0.34， 所 以 ， 由 于 具有 较 高 
的 热效率 ， 赛 车 发 动机 能 够 比 一 般 车 辆 发 动机 多 产生 30% 的 功率 。 

热效率 ny 的 提高 能 够 显著 增 大 发 动机 最 终 产生 的 功率 ， 因 此 ， 人 们 在 提高 热效率 7 
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的 研究 方面 投入 巨大 。 

机 械 效 率 mw 用 来 表示 发 动机 用 于 自身 运转 消耗 功率 的 多 少 。 

发 动机 的 运动 部 件 会 消耗 掉 一 部 分 发 动机 产生 的 功率 ， 这 些 功率 用 于 克服 零件 间 的 摩擦 
和 驱动 发 动机 附件 。 因 此 ， 发 动机 为 维持 本 映 运转 会 消耗 掉 一 部 分 功率 ， 这 部 分 功率 和 进入 
气缸 的 燃油 多 少 有 关 ， 也 和 进一步 生成 功率 的 多 少 有 关 。 去 除 上 述 消耗 掉 的 功率 之 后 ， 才 是 
能 够 在 发 动机 功率 计 上 测 得 的 功率 。 可 见 ， 机 械 效率 mw 应 由 发 动机 输出 功率 与 发 动机 气缸 
内 生成 功率 之 间 的 差 值 确 定 。 

机 械 效 率 除 了 受 发 动机 的 机 械 零 件 或 安装 在 发 动机 上 的 设备 影响 之 外 ， 还 与 发 动机 的 转 
速 有 关 。 发 动机 转速 越 高 ， 其 维持 本 身 运 行 的 功率 需求 就 越 大 ， 也 就 是 说 ，mw 随 发 动机 转 
速 的 提高 而 降低 。 因 为 机 械 效率 my 可 以 表征 克服 发 动机 自身 摩擦 所 需 功率 的 量 ， 所 以 这 
分 消耗 掉 的 功率 也 被 称 作 摩擦 功 率 。 

汽车 厂家 提供 的 发 动机 功率 特性 曲线 通常 是 指 发 动机 的 指示 功率 性 能 ， 并 未 包含 进 机 械 
效率 的 影响 。 因 此 ， 发 动机 传递 到 传动 装置 输入 轴 上 的 功率 会 因为 需要 驱动 附件 的 消耗 而 降 
低 ， 这 些 附 件 包 括 风 扇 、 发 电机 、 动 力 转向 么 、 冷 却 液 条 、 制 动 系统 和 空调 压缩 机 等 。 


4.3 变速 器 和 离合 器 动力 学 


内 燃 机 不 能 在 低 于 某 一 最 低 转 速 wa 下 运转 ， 因 此 ， 在 发 动机 与 驱动 车 轮 之 间 的 动力 传 
递 结 合 状态 下 ， 车 辆 也 不 能 在 低 于 某 一 最 低速 度 wmn 下 行驶 。 
及 wmnin 
人 (4.47) 
neng 
起 步 、 停 车 阶段 ， 车 辆 需要 在 低 于 vi 的 速度 下 行驶 ， 和 车 辆 起 步 、 停 车 、 换 档 时 ， 必 须 由 离 
合 需 或 变 矩 器 来 帮助 完成 。 
设想 某 车 仅 有 一 个 驱动 车 轮 ， 车 辆 向 前 行驶 速度 wv 与 发 动机 转速 角 we 成 正比 ， 牵 引力 
已 与 发 动机 转 矩 7 成 正比 。 













































































w. = 0 (4.48) 
1 及 

7. = 一 (4.49) 
1 ning 


式 中 ，R, 为 轮胎 有 效 半径 ; ma 为 差 速 器 传动 比 ; 六 为 变速 带 在 第 i 挡 的 传动 比 ; 7 为 传动 
系 总 效率 。 式 (4.48) 称 作 速度 方程 ， 式 (4. 49) 称 作 牵 引力 方程 ， 速 度 方程 用 来 设计 车 
辆 变速 器 各 档 位 的 传动 比 。 

证 明 : 半径 为 及 , 的 驱动 车 轮 具 有 向 前 的 行驶 速度 





v= Rw (4. 50) 
该 驱动 车 轮 上 的 牵引 力 为 
了 
= (4.51) 


7, 为 施加 在 车 轮 上 的 转 矩 ，wv 为 车 轮转 动 角速度 。 
车 轮 上 输入 的 T, 和 ww 即 为 差 速 右 的 输出 转 矩 和 转速 ， 差 速 带 的 输入 转 矩 Tu 和 转动 角 
速度 wj 为 
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Tu = 





多 (4.52) 
Nang 


Cd = Nw (4.53) 

式 中 ，ma 为 差 速 器 传动 比 ; m4 为 差 速 器 效率 。 
差 速 器 上 输入 的 74 和 wd 即 为 车 辆 变速 器 的 输出 转 矩 和 转速 ， 发 动机 转 矩 7。 和 角速度 

we。 则 是 变速 器 的 输入 转 矩 和 转速 。 变 速 器 的 输入 -输出 关系 取决 于 所 挂 档 位 的 传动 比 n;。 

7 - 1 

Meni 

Wo = ny (4.55) 
7 是 变速 器 效率 ，n; 是 第 i 档 的 减速 比 。 因 此 ， 当 传动 系 与 发 动机 的 动力 传递 接合 时 ， 车 辆 驱 
动车 轮 的 向 前 速度 w 与 发 动机 转速 we 成 正比 ， 轮 胎 牵 引力 F 与 发 动机 转 矩 7 成 正比 。 














Ta (4.54) 














NiNg 
Ce 二 RR . 
Es 一 1 了 一 EK, FE = Ke, 和 
NgNq NiNg NgNd NiNg 7 Ning 
获得 转 矩 特性 函数 7 了. =7T.(w。) 后 ， 就 可 以 在 每 一 个 档 位 传动 比 n; 上 确定 作为 车 辆 速度 
v 函数 的 车 轮转 和 矩 7,。 


(4.56) 





(4.57) 




















了 = 77 naT.(w.,) (4. 58) 
可 以 用 式 (4.5) 对 转 矩 7 进行 近似 计算 。 
Ning Ning ? 
T, =minal P +P, vi | +P; Rv 
P P 
=nPinan; tn RR nav + 并 而 而 吕 (4.59) 


例 144 六 档 变 速 器 
某 效 率 不 高 的 乘 用 车 具有 如 下 参数 : 
m=1550kg = R,=0.326m ”=0.24 

转 矩 =392Nm ” 转速 :4000r/min 二 460. 7rad/s (4.60) 

功率 =206000W 转速 :6800r/min 二 712. lrad/s 

1 档 传 劲 比 =m =3. 827 ”2 档 传动 比 =n, =2. 36 

3 档 传动 比 =ns =1.685 ”4 档 传动 比 =ns =1.312 (4.61) 

5 档 传动 比 =ns =1 ”6 档 传动 比 =ne =0.793 

倒 档 传动 比 =n, =3.28 主 减 速 比 =ng =3.5451 
根据 速度 方程 (4. 48) 





:Mg 3. 54517， 


w= b= 10.875ni， (4. 62) 
可 以 获得 不 同 档 位 下 的 档 位 - 速度 关系 ， 将 它们 绘 出 后 如 图 4. 9 所 示 。 
最 大 功率 转速 和 最 大 转 矩 转速 分 别 用 细 线 画 出 ， 发 动机 的 功率 特性 和 转 矩 特性 方程 可 以 
近似 计算 如 下 : 

















已 =289.29w. +0.40624w? -5.7049 x10 763 (4. 63 ) 
7T, =289. 29 +0.40624w, -5.7049 x 1074 ww (4.64) 
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图 4.9 某 变 速 器 的 档 位 - 速度 图 
这 是 因为 
Puy 206000 
Pi el (4.65) 
Pp 
吉大 0 0 (4.66) 
oz 712.1 
Pp 
WB ec 汪 呈 世 的 全 克 疝 -和 训 (4.67) 


应 用 转 矩 方程 式 (4. 64) 和 牵引 力 方 程式 (4. 和 49) 可 以 绘制 出 以 车 速 为 参量 的 各 档 位 车 轮 
转 矩 曲线 图 。 





1 = MNiNg 了 
= nning(289. 29 +0.40624w. -5.7049 x 10 -4 w?) 
= -5.7405 x107? niv? +3.758n?v, +246. 13n., (4.68) 


图 4. 10 所 示 为 该 变速 器 各 档 位 传动 比 n; 下 车 轮 的 转 矩 - 速度 关系 曲线 ， 图 中 几 条 转 
和 矩 -速度 关系 曲线 的 包 络 线 与 稳定 功率 理想 发 动机 的 转 矩 曲线 相似 。 












TJ/(N:m) 
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图 4.10 变速 器 各 档 位 传动 比 n; 下 车 轮转 矩 - 速度 关系 曲线 
以 及 模拟 理想 发 动机 性 能 的 包 络 线 
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例 14s 文 ” 转 矩 -速度 曲线 徐 的 包 络 线 
汽车 的 转 和 矩 - 速度 方程 与 式 (4.68) 相似 ， 该 方程 是 速度 的 二 次 方程 ， 并 以 档 位 传动 
比 N=n; 为 参数 。 








T=anmv +bn vv +en (4. 69 ) 
改变 参数 时 上 述 方程 会 生成 一 组 曲线 ， 称 作曲 线 复 ， 包 络 曲线 是 与 这 组 曲线 都 相 切 的 一 条 曲 
线 。 为 了 确定 该 包 络 曲线 ， 应 该 消除 一 定 参 数 下 曲线 复方 程 和 其 求 导 后 方程 之 间 的 参数 。 参 
数 为 n 时 曲线 簇 方程 求 导 得 











0 了 











3 3an 0 +2bnv +c=0 (4.70) 
求解 得 
,2 bE Vb -3ac (4.71) 
3av LE 
将 上 面 正 的 参数 解 代 回 曲线 复方 程 即 可 得 到 包 络 曲线 方程 。 
1 (4.72) 
所 以 ， 车轮 的 各 档 位 转 和 矩 - 速度 曲线 复 的 包 络 曲线 方程 可 以 写作 
T= 上 (4.73) 
式 中 ，C 为 常数 。 


C _2b” -9abc +2(b -3ac)™? 
27a? 
该 转 矩 方程 符合 例 138 中 所 述 理想 稳定 功率 装置 的 要 求 。 

例 146 ”机 械 离 合 器 和 液 力 离合 器 

机 械 离合 器 在 乘 用 车 中 广泛 应 用 ， 一 般 为 干 式 单 片 离合 器 。 这 种 离合 器 通过 其 环形 摩擦 
片 的 相互 摩擦 实现 输入 轴 与 输出 轴 之 间 的 动力 传递 。 发 动机 在 转速 w。= wi 时 离合 器 开始 
接合 ， 此 时 离合 器 踏板 被 逐渐 松 开 ， 并 经 历 从 :=0 到 41=4 的 时 间 。 同 时 ， 从 发 动机 向 变速 
器 传递 的 转 矩 7. 将 从 7, =0 逐渐 接近 线性 地 增 大 到 最 大 值 7, = 7. ， 该 过 程 中 离合 器 被 控制 
在 摩 滑 模式 。 在 主动 摩 氛 片 与 被 动 摩 护 片 达到 速度 一 致 前 ， 离 合 器 传递 的 转 和 矩 保 持 稳定 。 
主 、 被 动 摩擦 片 速度 一 臻 后， 离合 器 完全 接合 ， 且 7, = 了 .。 

在 0 <i< 时 间 段 ， 离 合 器 传递 的 转 矩 7 克服 车 辆 行驶 阻力 并 使 车 辆 加 速 。 离 合 器 能 
够 传递 转 矩 的 大 小 取决 于 摩擦 片上 的 压力 、 摩 擦 片 之 间 的 摩擦 系数 、 摩 擦 片 的 有 效 摩 擦 面 积 
和 摩擦 副 的 数量 。 离 合 器 摩擦 片 所 受 轴 向 力 通常 由 压 紧 弹 簧 产生 ， 四 驶 人 通过 操纵 离合 器 路 
板 控制 弹簧 压力 ， 进 而 调整 传输 的 转 矩 。 

液 力 离合 器 包括 一 个 与 发 动机 连接 的 泵 轮 和 一 个 与 离合 器 连接 的 涡轮 ， 涡轮 上 制 有 径 向 
叶片 。 液 力 离合 器 中 的 流体 在 泵 轮 中 加 速 ， 又 在 涡轮 中 减速 ， 泵 轮 与 涡轮 之 间 通 过 流体 传递 
转 矩 。 液 力 离 合 器 又 叫 佛 廷 格 离合 器 (Foettinger Clutch ) 。 

传输 的 转 矩 可 以 根据 佛 廷 格 定律 计算 

7T,=C.po2D’ (4.75) 
式 中 ，C。 是 摩擦 系数 ; p 是 油 液 密度 ; w， 是 有 泵 轮转 动 角 速度 ; D 是 离合 器 直径 。 





(4.74) 
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例 147 ”不同 速度 下 的 加 速 能 
假设 某 发 动机 工作 在 最 大 功率 转速 ww， 其 最 大 功率 为 Pw。 


P =T ww 二 放 (4.76) 
n 
代入 
F,=ma; (4.77) 
整理 得 
P = Ta, (4.78) 
n 
因此 
证 (4.79) 
m v 


式 (4.79) 称 作 加 速 能 力 方程 ， 表 示 车 辆 在 速度 wv, 下 能 够 达到 的 加 速度 。 车 辆 的 加 速 能 力 
随 着 车 速 的 提高 而 降低 ， 随 着 最 大 功率 的 增 大 而 提高 。 例 如 ， 图 4.11 是 以 车 辆 前 进 速度 v 
为 参量 的 加 速 能 力 a 的 曲线 图 ， 该 车 质量 m =860kg， 效率 m =0.25， 最 大 功率 Py 分 别 为 
SOkW 、100kW、150kW 和 200kW 。 


12 








m=860kg 
7=0.25 
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图 4.11 以 前 进 速 度 v 为 参量 的 加 速 能 力 a 


例 148 功率 限制 与 牵引 力 限制 下 的 加 速度 

假设 轮胎 的 驱动 力 没有 达到 牵引 力 上 限 ， 和 车 辆 的 加 速 能 力 将 会 受到 功率 的 限制 ， 车 辆 达 
到 其 加 速度 极限 的 原因 是 发 动机 不 能 输出 更 大 的 功率 。 

加 速度 的 牵引 力 限制 是 指 发 动机 能 够 输出 更 大 的 功率 时 ， 轮 胎 不 能 再 向 地 面 传递 更 大 的 
驱动 力 ， 从 而 导致 车 辆 加 速度 受 限 。 方 程 =m. 了 给 出 了 能 够 传递 的 最 大 力 ， 如 果 过 多 驱 
动力 矩 作 用 于 和 车轮， 轮胎 产生 滑 转 并 处 于 动态 摩擦 状态 ， 则 会 引起 摩擦 系数 减 小 ， 最 终 导致 
牵引 力 降低 。 

例 149 克 ”变速 器 稳定 条 件 

假设 某 车 变速 器 在 i 档 时 的 传动 比 为 n;， 行 驶 速度 为 v.。 为 安全 起 见 ， 只 能 选择 如 下 传 
动 比 ， 这 些 传动 比 使 发 动机 达到 最 大 转 矩 时 换 到 低 一 档 位 n;_1， 避 人 免 发 动机 在 最 大 允许 转速 
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下 工作 。 发 动机 的 最 大 允许 转速 通常 会 在 发 动机 转速 表 上 的 红色 区 域内 用 红线 标 出 。 
某 发 动机 转速 为 w。= wr 时 达到 最 大 扭矩 Tw ， 此 时 车 速 为 
R, 


Vy = Wr 
NiNg 


将 档 位 换 到 i-1 档 ， 传动 比 变 为 n;_!， 车 速 不 变 时 ,发 动机 转速 w。 跳 升 到 某 一 较 高 转速 


We = Wi-1 > Wro 





(4.80) 











wi 1 = (4.81) 
发 动机 稳定 工作 要 求 其 转速 wj -1 小 于 发 动机 最 大 允许 转速 wy ， 即 
Oi-1 SOMax (4. 82) 
应 用 式 (4.80) 和 式 (4. 81)， 可 以 确定 两 个 相 邻 档 位 的 传动 比 和 发 动机 转速 的 工 况 。 
Wi-l WMax Ni-l 
四 = 站 (4. 83 ) 
对 变速 器 设计 而 言 ， 一 个 简单 的 规则 是 在 稳定 车 速 下 采用 固定 的 相 邻 传动 比 。 
、 (4. 84) 
例 150 传动 比 和 稳定 条 件 
假设 某 乘 用 车 变速 器 的 传动 比如 下 : 
1 档 传动 比 = =3.827 ”2 档 传动 比 =m =2. 36 
3 档 传 动 比 =ns =1.685 ”4 档 传动 比 =ns =1.312 
5 档 传 动 比 =ns =1 6 档 传动 比 =n6 =0. 793 
主 减 速 比 =mw =3. 5451 (4. 85) 





稳定 条 件 要 求 n;_1/ni = cte， 但 是 检验 各 档 传动 比 的 关系 显示 ， 彼 此 相 邻 的 档 位 传动 比 
之 比 并 不 是 常数 。 











ns 1 na 1.312 

二 二 703 =1:261 | =k312 

n3 1.685 n> 2.36 

et et (4. 86) 
ni 3.827 
ee =1.621 
7 2.36 020 


可 以 通过 改变 档 位 传动 比 使 n;_1Ani; = ctie， 从 最 高 的 两 个 档 位 开始 ， 并 用 cs = ns/ne = 

1. 261 来 确定 较 低档 位 的 传动 比 。 
ns=1 
ne =0.793 
na =csns =1.261 
n3=csna =]1.201 x1.261 =1.59 
12 =csn3=1.59 x1.261 =2 

ni =csns =2 XxX1.261 =2.522 (4. 87) 
还 可 以 从 最 低 的 两 个 档 位 开始 ， 并 用 c。 = /ns =3. 827/2. 36 =1. 6216 来 确定 较 高 档 位 的 伟 
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动 比 。 








nc = 二 = =0. 341 (4. 88) 
Ek 


上 面 两 组 数据 都 不 能 满足 实际 设计 和 需要， 获得 等 比例 传动 比 最 好 的 方法 是 用 最 低档 和 最 
高 档 的 传动 比 ， 并 在 两 个 传动 比 之 间 插 入 四 个 传动 比 , 使 n;_1/n;=cte。 由 nw 和 ne 
nl 3.827 mm 5 


= (4. 89 ) 


ne 0.793 nnnnsne ® 








计算 得 
cv =1.37 (4. 90 ) 
接 下 来 就 可 以 确定 满足 一 档 和 六 档 传动 比 要 求 的 各 档 传动 比 。 
ni =3. 827 








ne =0. 793 (4.91) 
4.4 变速 器 设计 

速度 方程 式 (4. 48 ) 和 牵引 力 方程 式 (4.49) 可 以 用 于 计算 变速 器 各 档 位 的 传动 比 和 
车 辆 性 能 。 从 理论 意义 上 讲 ， 发 动机 应 该 工作 在 其 最 大 功率 工 况 以 获得 最 佳 性 能 。 但 是 ， 因 
为 需要 通过 调整 发 动机 的 角速度 来 控制 车 速 ， 所 以 在 发 动机 最 大 功率 转速 ww 附近 选取 一 个 
角速度 范围 (w, ，w, ) ， 并 在 不 同 档 位 下 反复 扫 过 这 一 速度 范围 。 该 速度 范围 (w1 ，w,) 
称 作 发 动机 的 工作 范围 ， 如 图 4. 12 所 示 。 

作为 一 般 性 指导 ， 以 下 是 一 些 对 设计 车 辆 变速 器 传动 比 的 建议 : 

1) 通过 综合 考虑 差 速 器 传动 比 wa 和 最 高 档 传动 比 n,,， 将 最 高 档 设 计 成 直接 档 ， 即 令 
m =1， 用 于 车 辆 的 公路 中 速 行驶 工 况 。 传 动 比 n,, =1， 类 似 于 变速 器 的 输入 端 与 输出 端 之 
间 直 接连 接 ， 这 种 直接 传动 时 变速 器 机 械 效 率 最 高 。 
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图 4. 12 ww 附近 的 角速度 范围 (ol ，ws) 和 发 动机 工作 范 卫 

















2) 通过 综合 考虑 差 速 融 传动 比 na 和 最 高 档 传动 比 n,， 将 最 高 档 设计 成 直接 档 ， 即 令 
n, =1， 用 于 车 辆 的 最 高 可 达 车 速 行驶 工 况 。 

3) 最 低档 的 传动 比 n 根据 驱动 车 轮 的 最 大 需求 转 矩 来 设计 ， 最 大 转 矩 由 车 辆 的 道路 候 
坡 角度 要 求 确定 。 

4) 中 间 各 档 位 的 传动 比 根据 变速 侣 的 稳定 条 件 要 求 确定 ， 稳 定 条 件 要 求 是 指 当 变速 器 
档 位 为 n;， 发 动机 在 最 大 转 矩 点 工作 时 ， 变 速 器 档 位 由 n; 档 降 到 n;_1 档 后 ， 发 动机 转速 不 
能 高 于 其 最 大 允许 转速 。 

5) 相 邻 档 位 之 间 的 传动 比 之 比 为 














oo, (4.92) 
该 值 的 取 值 范围 
1<e,<2 (4.93) 
有 两 种 确定 中 间 档 传动 比 的 方法 : 
@ 几何 传动 比 。 
@ 递增 传动 比 。 


4.4.1 等 比 级 数 传动 比 变速 器 设计 

若 在 某 确定 车 速 下 ， 变 速 器 档 位 在 两 个 相 邻 档 位 之 间 切 换 时 发 动机 的 转速 跳 变 量 为 党 
数 ， 则 称 这 种 变速 器 为 等 比 级 数 传动 比 变速 器 。 等 比 级 数 传动 比 变速 器 的 设计 条 件 是 
ni = (4.94) 
式 中 cs 是 两 相 邻 档 位 传动 比 的 固定 比率 ， 这 种 情况 称 作 跳 变 。 

证 明 : 配置 等 比 级 数 传动 比 变速 器 的 车 辆 换 档 时 ， 发 动机 转速 跳 变 量 为 固定 值 ， 所 以 ， 
这 种 变速 器 应 该 满足 如 图 4. 13 所 示 的 档 位 -转速 图 。 

设 发 动机 的 工作 范围 由 两 个 速度 (wi ，o2 ) 确定 


{Cw1, 02), @1 <wM<w?| (4. 95 ) 
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图 4.13 等 比 级 数 传动 比 变速 器 的 档 位 -转速 图 


变速 器 在 第 i 档 时 的 传动 比 为 n;， 发 动机 转速 达到 最 大 值 w, 后 换 上 传动 比 为 ni ,1 的 第 i+1 
档 ， 令 发 动机 转速 向 下 跳 变 到 w;。 相 邻 档 位 ni; 向 mii1 换 档 时 ， 发 动机 的 转速 跳 变 量 保持 不 
变 ， 应 用 速度 方程 式 (4.48) 得 到 











i A A 
2 1 R, % R, % 
Ngq 
= (ni_1 -ni) 尺 UV, (4.96) 
W 
因此 
WO Ml Ni 
WI mi 
CO7 Nn;_1 
-1=——-1l 
WI nj 
(09) 7 -1 
一 = 一 = (4. 97) 
21 7 


令 w 表示 车 辆 在 第 i 档 传动 比 为 n; 时 的 最 高 车 速 ，w _; 表 示 车 辆 在 第 ; -1 档 传动 比 为 n;_， 
时 的 最 高 车 速 ， 此 时 w。 =w:。 





NiNg Ni -17d 
二 








w= i ed (4.98) 
车 辆 在 第 i 档 时 的 最 高 车 速 与 车 辆 在 第 i-1 档 时 的 最 高 车 速 之 比 等 于 传动 比比 率 的 倒数 。 
cs = 人 (4.99) 
第 i 档 与 第 i-1 档 车 速 的 变化 量 表 示 为 
Av; =v; —vV;_1 (4. 100) 


知 跳 变 量 <,， 再 绑 得 车 辆 在 第 i 档 时 的 最 大 速度 v;， 就 可 以 确定 车 辆 在 相 邻 档 位 下 的 
度 
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Vi 三 Cg5 -1 (4. 101 ) 
i (4. 102) 
Cg 
Vit1 = Cod; (4. 103) 
等 比 级 数 传动 比 变速 器 车 辆 的 速度 跨度 随 档 位 的 提高 而 增加 。 
例 1S1 某 三 档 变 速 器 
假设 某 汽 车 质量 闷 =860kg， 发 动机 效率 7 =7amg =0. 84 ， 功 率 -速度 关系 如 下 : 
100 2 
P.=100-— —398) kW 4. 104 
é 3082 (oe ) ( ) 
式 中 ，w。 的 单位 是 rad/s。 功 率 100kW 宇 P, 宇 90kW， 发 动机 工作 范围 
272rad/s( ~=2600r/min) <w., <524rad/s( ~=5000r/ min) (4. 105) 
功率 特性 方程 式 4. 104) 的 曲线 如 图 4. 14 所 示 ， 阴 影 部 分 是 工作 范围。 
100 
90 
80 
70 
Eo 





























一 一 一 二 一 一 一 一 一 上 一 
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 
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图 4.14 功率 特性 曲线 和 工作 范围 


车 辆 的 差 速 器 传动 比 n4 =4， 有 效 轮胎 半径 及 =0.326m。 下 面 将 设计 一 个 三 档 等 比 级 
数 传动 比 变速 器 ， 使 该 车 车 速 在 最 短 的 时 间 内 达到 = 100km/h 守 27.78m/s。 假 设 总 阻力 保 
持 不 变 ， 车 辆 最 高 行驶 速度 =180km/ph=50m/s。 假 设 换 档 时 间 均 为 0.47s， 且 从 发 动机 起 
动 到 挂 上 一 档 需要 的 时 间 to =2. 58s。 

应 用 式 〈4.48) ， 车 速 与 发 动机 转速 之 间 的 关系 为 

0。 = 人 we = (4. 106) 
Nani Wi 

车 辆 达到 最 大 速度 ww =50m/s 时 ， 发 动机 转速 处 于 其 工作 范围 的 上 限 w。=524rad/s ， 变 速 需 
挂 在 三 档 。 因 此 ， 由 式 (4. 106) 可 知 


0.326w。 _0.326524 _ 
4 (4. 107) 


变速 右 挂 三 档 n; = ns 时 ， 发 动 转速 we 在 工作 范围 内 ， 都 可 以 用 如 下 速度 方程 。 


0. 326 
4Xx0.854122。 (4.108) 
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通过 降低 发 动机 转速 ， 并 使 其 向 下 掠 过 工作 范围 区 域 ， 车 辆 速度 将 会 降低 。 在 工作 范围 的 下 
限 转速 w。=272rad/s， 车 辆 速度 为 


-0.320 
* “4x0.85412 
~93.43km/h (4. 109) 
在 此 车 速 下 ， 应 该 将 变速 器 档 位 换 到 二 档 ， 传动 比 为 n,， 进 而 发 动机 转速 跳 变 回 到 工作 范 
围 的 最 高 转速 w。=524rad/s， 这 样 就 得 到 
0.326w。 0.326 524 


m1 6457 (4.110) 


x 


因此 ， 二 档 时 发 动机 转速 和 车 辆 行驶 速度 的 关系 为 
0. 326 
"#4x1.6457 ~° 
变速 器 挂 二 档 n; =n, 时， 发 动 转速 w。 在 工作 范围 内 ， 式 (4. 111) 均 适 用 。 发 动机 转速 再 
次 向 下 掠 过 工作 范围 区 域 ， 车 辆 速度 下 降 为 


0. 326 
DV =Ax1. 6457 x272 =13.47m/s 


一 48. 49km/h (4. 112 ) 

在 此 车 速 下 ， 应 该 将 变速 器 档 位 换 到 一 档 ， 传 动 比 为 由， 发 动机 转速 再 次 跳 变 回 到 最 高 转 
速 w。 =524rad/s， 这 样 就 得 到 

_0.326%。_0.326 524 


X272 =25. 95m/s 











(4.111) 








人 0 (4. 113) 
因此 ， 一 档 时 的 速度 方程 为 
39 
2 一 4 oso. 2 
变速 器 挂 一 档 后 ，n; = nl ， 当 发 动 转速 w。 在 工作 范围 的 低速 区 工作 时 ， 车 辆 速度 为 
0.326 二 
0 = 705 X22 =7m/s~25. 2km/h (4.115) 
因此 ， 该 三 档 变速 器 采用 如 下 传动 比 : 
ni =3. 1705 n, =1.6457 7 =0.85412 (4. 116) 

















用 档 位 - 速度 图 表示 的 三 个 档 位 的 速度 方程 如 图 4. 15 所 示 ， 该 图 同时 还 显示 出 换 档 工 作 点 
和 车 速 从 w =50m/s 降 到 vw, =7m/s 的 过 程 。 
欲 计算 达到 某 预 期 速度 消耗 的 时 间 ， 需 要 根据 牵引 力 方 程 求 出 牵引 力 并 进行 积分 。 














下 ninaP。e_ 1 Nin 100 = 3 
R, Ce ao。 R, 
25 7 
=39601 RR ani(796R, -ng ni v) kN (4.117) 
车 辆 在 最 大 速度 时 ， 变 速 器 挂 三 档 ， 牵 引力 等 于 总 阻力 Fk， 假 设 Fr 保持 不 变 
Pp 
P=Pa= t= el. 512kN (4. 118) 
DV 


则 挂 一 档 时 的 牵引 力 为 
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3 ! 
200 : 
io /7 1 | 和 
TiT T T T + T CD 
0 | 10 20 1 30 40 50 60 70 
| ! ! v/(m/s) 
PD SR SS es 
0 30 60 90 120 150 180 210 240 
v/(km/h) 
图 4.15 某 三 档 变 速 器 的 档 位 -转速 图 
25 
x 二 (796R, er nganiv ) 
25 0.84 
= 396010 3267 x4 x3.1705(796 x0. 326 -4 x3.1705»v.,) 
=(16.421 -0. 80252v, ) kN (4. 119 ) 
根据 牛顿 运动 方程 
dv, 
FFr=m (4. 120) 


可 以 计算 出 车 辆 速度 从 0 加 速 3 =13.47m/s 需要 的 时 间 。 


挂 二 


13. 47 





一 "| FF -由 
13. 47 10-3 
360| 16. 421 - 0. 80252v, - es C1) 
25 
a nanz(796R, — nan2v, ) 


25 0.84 
=396010 57x4x1.6457(796 x0. 326 -4 x1. 6457"。) 


=(8. 5235 -0.21622v,. )kN (4. 122 ) 








所 以 ， 在 二 档 加 速 用 时 


最 后 ， 


刀 2 = 


25. 95 1 


m|,, Rs Fred: 





Ol 10 一 dv, = 4 2712 4. 123 
上 47 8.5235 -0.21622w -1.512 7 4 


挂 三 档 时 的 牵引 力 方 程 为 
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25 
x = 39601 an (796R, a nanav ) 


25 0.84 
”396010. 326? 


= (4. 4237 -5. 8242 x 10 -2 ) kN 











x4 x0.85412(796 x0.326 -4 x0. 85412v.,) 











(4. 124) 
加 速 到 vw, =27.78m/s 用 时 
27, 18 1 
一 ms F,— Rs 
27.78 -3 
= 860|[ dv, = 1. 169s (4. 125) 
5.95 4.4237 — 5. 8242 x 102。 -1.512 


所 以 ,车 辆 加 速 到 w =100km/h 守 27.78m/s 用 的 总 时 间 为 
t =io +iti +iy +is +2 x0.47 
=2.58 +1.3837 +4.2712 +1.169 +2 x0.47=10.344s (4. 126) 
例 152 性 能 更 好 的 四 档 变 速 器 
装配 小 型 发 动机 的 某 汽车 参数 如 下 








WE (4. 127) 
其 发 动机 的 工作 符合 如 下 性 能 方程 
100 2 
P.=100-— —398) kW 4. 128 
3087 (oe ) ( ) 
式 中 w。 的 单位 是 rad/s。 发 动机 工作 范围 
272rad/s( =2600rmin) <w,<524rad/s( ~=5000r/ min) (4. 129) 


功率 范围 是 100kW 宇 P。 二 90kW， 设 计 一 个 变速 器 ,使 该 车 车 速 在 最 短 的 时 间 内 达到 w = 
100km/h~27. 78m/s。 
发 动机 功率 特性 方程 式 (4. 128) 的 曲线 图 如 图 4. 14 所 示 ， 阴 影 部 分 是 工作 范围 。 为 
了 与 例 151 对 比 ， 本 例 中 仍然 假设 车 辆 行驶 总 阻力 固定 不 变 ， 车辆 最 高 行驶 速度 v= 
180km/h~50m/s。 同 时 ,假设 换 档 时 间 均 为 0.47s， 从 发 动机 起 动 到 挂 上 一 档 需 要 的 时 间 
to =2. 5358s。 
下 面 来 设计 一 个 四 档 等 比 级 数 传动 比 变 速 器 ， 并 令 挂 三 档 时 汽车 达到 预期 速度 w = 
27. 78m/s， 此 时 发 动机 的 转速 应 在 其 工作 范围 的 上 限 ， 即 w。= 524rad/s， 图 4. 16 是 该 变速 
器 的 档 位 -速度 图 。 
应 用 速度 方程 式 〈4. 48) ， 车 速 和 发 动机 转速 之 间 的 关系 为 
六 326 ， 
”id 4n ° 
车 辆 达到 速度 ww =100km/n=27.78m/s 时 ， 发 动机 转速 处 于 其 工作 范围 的 上 限 w。= 524rad/s， 
变速 器 挂 在 三 档 ， 即 n; =n3。 因 此 ， 
0. 326w。 0.326 524 
4 wv 4 27.78 


x 























(4. 130) 











=1.5373 (4.131) 


1723 二 


第 三 档 速度 方程 为 


144 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上 册 ) ( 原 书 第 2 版 ) 

















攻 修 佣 取 全 | 


3 yalsn mb 






wei(rad/s) 




















| 10 20 30 40 50 60 70 
! v/(m/s) 
rr 二 -一 一 一 一 一 一 一 一 
0 30 60 9% 120 150 18 20 240 
v/(kKm/h) 





图 4.16 例 152 的 档 位 -速度 图 


”0.326 

“4x1.5373° 

式 中 ，o。 为 发 动机 工作 范围 内 的 转速 。 通 过 降低 发 动机 转速 ， 并 使 其 向 下 掠 过 工作 范围 区 

域 ， 在 工作 范围 的 下 限 转速 wo。=272rad/s， 车 辆 速度 降 为 
”0.326 

4X1 5373 

~51. 91km/h (4. 133) 

在 此 车 速 下 ， 应 该 将 变速 器 档 位 换 到 二 档 ， 传 动 比 为 n, ， 进 而 发 动机 转速 跳 变 回 到 工作 范 
围 的 最 高 转速 wm。= 524rad/s， 这 样 就 得 到 

_ 0.326w。 0.326 524 

2 4 ov 4 14.4 


x 


因此 ， 二 档 时 ，n; =n。， 档 位 -速度 关系 为 


0. 326 
4x2.9616°° S193) 


发 动机 转速 再 次 向 下 掠 过 工作 范围 区 域 ， 直 至 下 限 wo。=272rad/s， 车 辆 速度 下 降 为 
0.326 
* 4x2.9616 


一 26. 9km/h (4. 136 ) 
在 此 车 速 下 ， 将 变速 器 档 位 换 到 一 档 (传动 比 为 mm ) ， 发 动机 转速 又 跳 变 回 到 最 高 转速 w。 
=524rad/s， 得 到 


(4. 132) 


7 





x272 =14. 42m/s 








=2. 9616 (4. 134) 


x272 =7.48m/s 


人 





_0.326w。 0. 326 524 
4 vw 4 7.48 


x 





=5.7055 (4. 137) 


Ua 


因此 ， 一 档 时 的 速度 方程 为 
0. 326 


DY “4 x5.70550° (4. 138) 


变速 器 挂 一 档 后 ，n; = nm ， 当 发 动 转速 we 在 工作 范围 的 转速 下 限 工作 时 ， 和 车 辆 速度 为 





4 动力 传动 系统 动力 学 145 





0. 326 
v = 村 5055 X272 =3. 88m/s 


~14km/h (4. 139) 

为 了 计算 四 档 传动 比 n; = na， 应 用 档 位 - 速度 方程 ， 并 设 发 动机 在 工作 范围 的 下 限 转速 
w。=272rad/s 工作 ， 汽 车 在 三 档 的 最 大 速度 行驶 。 

0.326w。 0.326 272 

4 7 4 27.78 


x 


最 后 ， 该 四 档 变速 器 采用 如 下 传动 比 : 
ni =5.7055 n, =2. 9616 
ns =1.5373 ns =0.79798 (4. 141) 
为 了 计算 达到 速度 ww = 100km/h 二 27.78m/s 的 加 速 时 间 ， 需 要 根据 牵引 力 方程 求 出 牵 
引力 F,。 

















=0. 79798 (4. 140) 


n4 = 
































ninaP。_ 7 Nina 100 2 
Fr = = 100 ee 一 398 
“NR vw. wR. 3987 (oe ) 
25 
Ts nani(796R, — nan; De )KN (4. 142) 
车 辆 在 最 大 速度 时 ， 变 速 器 挂 四 档 ， 牵 引力 F, 等 于 总 阻力 Fh， 假 设 Fk 保持 不 变 。 
_p _nP. 0.84x90 _ 
2 512kN (4. 143 ) 
则 挂 一 档 时 的 牵引 力 为 
25 
= 001 Raat (796R, -ngni v,) 
25 0.84 
=396010 3267 4 *5. 7055(796 x0. 326 -4 x5. 7055o。) 
= (29. 55 -2. 5989v, ) kN (4. 144) 
根据 牛顿 运动 方程 
dv, 
FFr=m (4.145) 
可 以 计算 出 车 辆 速度 从 0 加 速 到 w=7.48m/s 需要 的 时 间 。 
7.48 1 i 
4 m| FF. 
7. 48 10-3 
360| 29. 55 — 2. 5989v, — A 0) 


挂 二 档 的 时 候 
-的 了 了， 
* 39601R 2 


25 0.84 
396010. 326? 


= (15. 339 —0. 70025v, ) EN (4. 147 ) 
所 以 , 在 二 档 加 速 用 时 


172 (796R, Nany Vy) 








x4 x2. 9616(796 x0.326 -4 x2. 9616»v,) 
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14. 42 1 
t» = m| 有 = 


Bo 10— dv, = 1.0246 4. 148 
本 | 48 15.339 -0.70025w 一 1512 Kel) 














三 档 牵 引力 方程 为 
25 7 E 
F,. = 5960TR 了 7 ngna(796R, -nanav,) 
25 0.84 
= 4 x1.5373(7 .326 -4 x1.537 
396010. 3267 ~ x1.5373(796 x0. 326 x1.5373»v,) 
=(7. 9621 -0. 18868v, )kN (4. 149 ) 
在 三 档 加 速 时 间 
27.78 1 
2 二 m|, EF -Fr 
21 718 10-3 
= 860 dv, = 5. 1359s (4. 150) 


14.42 7.9621 - 0.18868v, - 1. 512 
所 以 ， 车 辆 加 速 到 这 =100km/h=27.78m/s 用 的 总 时 间 为 

i =tt1 + + 2%0.47 

=2.58 +0.39114 +1.0246 +5.1359 +2 x0.47=10.072s (4.151) 
例 153 改变 工作 范围 
某 汽车 装配 的 小 型 发 动机 满足 如 下 功率 特性 方程 





T6700 (4. 152) 
式 中 w。 的 单位 是 rad/s。 汽 车 参数 如 下 : 
m=860kg R,=0.326m ”=0.84 ny=4 (4. 153) 


发 动机 在 转速 ww =400rad/s 时 达到 其 最 高 功率 点 Py =100kW。 

假设 车 辆 行驶 总 阻力 恒定 ， 最 大 速度 为 v= 180km/h。 同 时 ,假设 各 档 换 档 时 间 均 为 
0.47s， 调 整 发 动机 转速 直至 挂 上 一 档 需要 的 最 短 时 间 为 mW =0.18s。 试 设计 一 个 四 档 变 速 
器 ， 尽 量 缩短 汽车 车 速达 到 ww =100km/h 守 27.78m/s 的 时 间 。 

为 了 确定 发 动机 最 佳 工作 范围 ， 将 三 档 作 为 达到 预期 速度 w = 100kmwh 的 档 位 ， 此 时 发 
动机 的 转速 应 在 其 工作 范围 的 上 限 。 因 此 ， 汽 车 再 加 速 并 挂 上 四 档 时 ， 发 动机 转速 将 从 其 工 
作 范 围 的 下 限 开始 。 如 果 把 四 档 设置 为 汽车 达到 最 高 车 速 w =180km/h =50m/s 的 档 位 ， 届 
时 发 动机 在 其 工作 范围 的 上 限 转速 工作 ， 则 根据 档 位 - 速度 方程 



































ning 
w= Re (4. 154) 
得 到 
4n4 4724 
0 (4. 155 ) 
令 omn 和 ww 与 ww 的 距离 相同 ， 则 有 
oo -400 (4. 156) 


2 
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进而 得 到 
ns =0. 83826 ww =285.73rad/s ww =514.27rad/s (4.157) 
要 设计 的 变速 器 中 ， 各 个 档 的 w/v 比值 应 该 相等 。 在 发 动机 转速 为 wis 时， 变速 右 档 位 从 
四 档 换 到 三 档 (传动 比 m 变 到 mm ) ， ee wmin 跳 变 到 wy ， 所 以 
wn = x27 7 = S127 (4. 158) 
ns =1. 5087 (4.159) 
因此 ， 变 速 器 挂 三 档 ， 发 动机 在 工作 殉 围 的 转速 下 限 工 作 ， 和 车 速 为 
dy (4. 160) 
WW Max 50 
变速 右 档 位 从 三 档 换 到 二 档 (传动 比 % 变 到 ns) ， 发 动机 转速 跳 变 到 wy 。 
wu = Ss x15. 435 =514. 27 (4.161) 
ns =2.7155 (4. 162 ) 
继而 ， 变 速 器 挂 二 档 ， 发 动机 在 工作 范围 的 转速 下 限 工 作 ， 和 车 速 为 
i 4 i 1 dg (4. 163) 
OW Max 50 
据 此 获得 一 档 传 动 比如 下 
war = 站 sx. 5757 =514. 27 (4. 164) 
n> =4. 8874 (4. 165) 
变速 器 挂 一 档 ， 发 动机 在 工作 范围 的 转速 下 限 工作 ， 和 车速 为 
Ci ES fn i =8.5757 2 =4. 7047m/s (4. 166) 
OW Max 50 
所 以 ,该 变速 器 四 个 档 位 的 传动 比 为 
ey ee Re 
ns =1.5087 ns =0. 83826 (4. 167) 
发 动机 的 工作 范围 为 
285.73rad/s ( =2730r/min) <w,.<514.27rad/s (~=4911r/min) (4. 168 ) 


功率 特性 曲线 即 式 (4.152) 如 图 4. 17 所 示 ， 图 中 阴影 部 分 为 工作 区 域 。 图 4. 18 为 本 


设计 的 档 位 - 速度 图 。 
根据 最 大 速度 时 车 辆 的 牵引 力 Fi 与 总 行驶 阻力 Fk 的 平衡 关系 得 


Pp. 
ea sn 0 
50 
一 档 时 的 牵引 力 为 
95 入 
x “39601RR 27d71 (796R, — Nan v, ) 
25 0.84 








-30601 0 3265 x4 x4.8874(796 x0. 326 -4 x4. 8874v, ) 


= (25. 313 -1.907w ) kN 


(4. 


(4. 


169) 


170) 
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图 4.17 “功率 特性 曲线 即 式 (4.152) 及 其 工作 范围 


/2 
车 中 人 兵 关 || 且 于 汪汪 
NA 2 || 
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0 30 60 90 120 150 180 加 210 和 240 
vi(km/h) 
图 4.18” 例 153 的 档 位 - 速度 图 
根据 牛顿 运动 方程 
dv, 
FFr=m (4.171) 
可 以 计算 出 车 辆 速度 从 w =0 加 速 到 w=8.5757m/s 需要 的 时 间 。 
8..5757 1 
$i = m| 站 二 页 0 
8. 5757 10-3 
| | 5 We) 


挂 二 档 时 牵引 力 为 


25 7 下 
网 3560TR aaat 0 nan, 2 ) 


_ 25 0.84 
”396010. 326? 


= (14.064 -0.5887v,)kN (4. 173) 








x4 x2.7155(796 x0. 326 -4 x2.7155v,) 
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所 以 ， 在 二 档 加 速 用 时 


15. 435 15. 435 -3 
i =m| do, = 860[ 1 

















.5757 FP -Fn .5757 14.064 - 0.5887v, — T5170: = 1. 1286s 
(4. 174) 
三 档 牵 引力 为 
-2 7 _ 
“39601 i nanav, ) 
25 0.84 
4 x1.5087(7 .326 -4 x 1.5087 
396010 3267 x4x1.5087(796 x0. 326 -4 x 1.5087%,) 
=(7.814 -0.18172v, )kN (4. 175) 
在 三 档 加 速 用 时 
27.78 1 
汪汪 m|, F,— Fa 
27.78 10-3 
= es TT 1 513d = 4 8544s (4. 176) 
所 以 ， 车辆 加 速 到 vw, =100km/h ~~27.78m/s 用 的 总 时 间 为 
t =to +ti +ty +t3 +2 x0.47 
=2.58 +0.52398 +1.1286 +4.8544 +2 x0.47=10.027s (4. 177 ) 


4.4.2 太 ”递增 传动 比 变速 器 设计 
如 果 变 速 器 在 两 个 相 邻 档 位 之 间 变 化 时 车 辆 速度 跨度 固定 不 变 ， 则 称 这 种 变速 器 为 递 
传动 比 变速 器 。 递 增 传动 比 变 速 器 的 设计 条 件 是 


NiTi 1 


Mtl Tn Ee (4. 178) 
式 中 Ns Ni 和 711 是 三 个 相 邻 档 位 的 传动 比 。 
证 明 : 装 有 递增 传动 比 变速 器 的 车 辆 换 档 时 ， 车 速 跨度 为 固定 值 ， 所 以 ,递增 传动 比 变 
速 器 应 该 满足 如 图 4. 19 所 示 的 档 位 - 速度 图 。 


ZI 


























图 4.19 某 递增 传动 比 变速 器 设计 的 档 位 - 速度 


| 
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令 v; 表示 车 辆 在 i 档 时 (传动 比 为 n;) 的 最 高 车 速 ，v;_|1 表 示 和 车 辆 在 i-1 档 时 (传动 
比 为 n;_1) 的 最 高 车 速 ，v; ,1 表示 车 辆 在 i+1 档 时 (传动 比 为 n;,1) 的 最 高 车 速 ， 则 有 





| _ 72i+172d 





























2 = R. Rs R. 人 一 R. i+1 《4. 179 ) 
发 动机 最 高 转速 时 车 辆 档 位 之 间 的 速度 差 为 
Av =V; -V1 =Vir1 -Vi (4. 180) 
因此 
Virl +Vi-1 =20; (4. 181 ) 
2 (4. 182) 
DV; DV; 
Wh; Wi 
0 (4. 183) 
NN 1 
人 (4. 184 ) 
递增 传动 比 变速 器 的 传动 比 跳 变 量 随 着 档 位 增高 而 减 小 ， 若 co 代表 n; 和 ni ,1 的 跳 变 
人 =c, (4. 185) 
则 cn =2-— (4. 186) 
gi-l 
例 154 四 档 递 增 传动 比 变速 器 
效率 为 =mams =0. 84 的 某 汽 车 发 动机 的 功率 特性 方程 如 下 
Pp. =100 -0 (w. -398)2kW (4. 187) 
式 中 w, 的 单位 是 rad/s。 
Py =100kW wx =400rad/s (4. 188 ) 
差 速 器 传动 比 和 等 效 轮胎 半径 为 
ns=4 及 .=0.326m (4. 189) 
假设 行驶 总 阻力 保持 不 变 ， 车辆 最 高 行驶 速度 v, = 180km/h~50m/s。 
应 用 式 (4.48) ， 车 速 与 发 动机 转速 之 间 的 关系 为 
mw 2 (4. 190) 


下 面 设计 一 个 具有 等 车 速 跨度 的 四 档 递 增 传动 比 变速 器 ， 并 令 汽 车 在 四 档 时 达到 最 高 速度 ， 
此 时 发 动机 应 工作 在 其 最 高 允许 转速 ， 即 wx = w。=524rad/s =5000r/min。 
将 最 高 车 速 等 分 为 四 个 速度 区 来 确定 各 档 位 的 速度 跨度 
_z 30 





Av = 12. 5m/s (4. 191) 

因此 ， 四 个 档 位 的 最 高 车 速 分 别 为 
oj =12. Smys (4. 192) 
vy =0) + Av =12.5 +12.5 =25m/s (4. 193) 


v3 =0 + Av =25 +12.5 =37. Sm/s (4. 194) 
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v4 =v3 + Av=37.5 +12.5 =50m/s (4. 195) 
发 动机 在 其 最 高 允许 转速 w。= 524rad/s 工作 时 ， 均 能 达到 各 档 最 高 车 速 ， 应 用 式 (4. 190) 
确定 各 档 传 动 比 。 
_0.326 0.326 
4 4 5 4x50 
_0.326 ”0.326 
40 4x37.5 
_0.326 0.326 
4 4x25 
0.326 ”0.326 
4 ee 4x12.5 
发 动机 最 低 转速 wy ， 即 换 档 点 速度 ， 不 是 固定 不 变 的 。 假 设 变 速 器 挂 一 档 ， 传 动 比 为 
nl ， 发 动机 达到 最 高 转速 w。=524rad/s。 此 时 ， 应 该 升 为 二 档 , 令 传 动 比 变 为 n, ， 并 降低 发 
动机 转速 。 将 wv 代入 式 (4.198) 可 以 确定 一 档 换 档 点 的 发 动机 转速 
_4v1 ns 4x12.5 x1.7082 
“ 0.326 0. 326 
将 代入 式 (4.197) 可 以 确定 二 档 换 档 点 的 发 动机 转速 
_4v, ns 4x25 x1.1388 
。 0.326 0.326 
将 wv 代入 式 (4. 196) 可 以 确定 三 档 换 档 点 的 发 动机 转速 
_4v3 na 4x37.5 x0.85412 
° 0.326 0. 326 
图 4. 20 所 示 为 变速 器 在 不 同 档 位 时 发 动机 转速 和 车 速 之 间 的 关系 。 


600 





S24 =0. 85412 (4. 196) 





524 =1. 1388 (4. 197) 





524 =1. 7082 (4. 198) 





nl 二 


524 =3. 4165 (4. 199) 








w =261. 99rad/s (4. 200) 





CU 


=349. 33rad/s (4. 201 ) 





CU 


=393rad/s (4. 202) 








500 


we (rad/s) 








v/(m/s) 


图 4.20 不 同 档 位 时 发 动机 转速 和 车 速 之 间 的 关系 





4.5 小 结 








内 燃 机 能 够 达到 的 最 大 功率 P。 是 发 动机 角速度 we 的 函数 ， 该 功率 特性 函数 P=P,(w.)， 
需要 通过 实验 来 确定 ， 也 可 以 通过 如 下 公式 做 近似 计算 。 
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P.=Pi ws+P os2+Pi ws (4. 203 ) 
式 中 
六 P; = (4. 204) 
Pu 为 发 动机 的 最 大 功率 ， 单 位 为 W，ww 为 发 动机 最 大 功率 时 的 转动 角速度 ， 单 位 为 
rad/s。 
发 动机 输出 功率 为 P。 时 的 转 矩 7 为 
7, = +P, w. +Ps ws? (4. 205) 





理想 的 发 动机 是 指 能 够 在 任何 速度 下 发 出 稳定 功率 的 发 动机 ， 对 理想 发 动机 有 
FF =Po 7 = 2 
We 
人 们 采用 变速 器 来 使 发 动机 近似 在 某 一 接近 Py 的 稳定 功率 下 工作 ， 为 进行 变速 器 设 
计 ， 应 用 速度 方程 


(4. 206) 








9 4. 207 
We R, DV ( A ) 
和 牵引 力 方程 
1 R, 
7. = 一 (4. 208) 
n nina 





上 述 方程 表明 ， 和 车 辆 的 前 进 速度 wv, 与 发 动机 曲轴 的 转动 角速度 w。 成 正比 ， 轮 胎 率 引力 有 
与 发 动机 转 矩 7 成 正比 。 其 中 ，R, 为 轮胎 有 效 半径 ，ma 为 差 速 器 传动 比 ，n 为 变速 右 在 
第 二 档 的 传动 比 ，” 为 传动 系 总 效率 。 




















4.6 主要 符号 

a 以 及 x 加 速度 n; 变速 器 i 档 时 的 传动 比 

a,, i=0, 函数 7, =7T.(w,) 的 系数 ”Ma 差 速 器 传动 比 ， 主 减速 比 

Qu 加 速 能 ms 变速 器 传动 比 

AWD 全 轮 驱 动 P 功率 

cs 相 邻 档 位 传动 比 的 固定 ”Po 理想 发 动机 稳定 功率 
比率 ， 跳 变 Pi, P,, Ps 功率 特性 方程 的 系数 

C。 摩擦 系数 P. 发 动机 可 达到 的 最 大 功 

d 移动 距离 率 ( 外 特性 功率 ) 

D 离合 器 直径 P.=P, (w.) 功率 特性 方程 

E 能 量 Pu 最 大 功率 

r, 牵引 力 9 单位 里 程 的 燃油 消耗 量 

FWD 前 轮 驱 动 r= w/w 频率 比 

H 燃油 的 热 值 RWD 后 轮 驱 动 

m 车 辆 的 质量 Ta 差 速 器 输入 转 算 

n= Win/ Wou 档 位 减速 比 7。 发 动机 转 矩 
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Th 最 大 转 甜 n7 热效率 
7, 车 轮转 矩 ny 容积 效率 
Vv 以 及 %,v 速度 Ms 牵引 系数 
Vinin 与 wwn 对 应 的 最 低 车 速 p 油 液 密度 
Av 两 个 不 同 档 位 下 最 高 车 Pt 燃油 密度 
速 的 差 值 ， 速 度 跨度 中 道路 坡度 
X,Y, Zs % 位 移 Wa 差 速 器 输入 转速 
7 总 效率 ws。 发 动机 转速 
ne 变 矩 器 效率 Ou 发 动机 最 大 功率 转速 
ne 发 动机 效率 OMax 发 动机 最 高 转速 
nM 机 械 效 率 wp 泵 轮转 速 
uh 传动 效率 OO; = Vou Win 速 比 
习 题 
1. 功率 特性 
奥迪 R8 汽车 质量 m=1558kg， 其 V8 发 动机 最 大 功率 


we 


试 
2 


Pu =313kW ， 最 大 功率 转速 ww =7800r/min 
迪 TT 跑车 质量 为 m=1430kg， 其 V6 发 动机 最 大 功率 
Py =184kW ， 最 大 功率 转速 ww =6300r/min 
确定 两 种 发 动机 的 功率 特性 方程 ， 并 比较 汽车 的 功率 质量 比 Py/m。 
功率 与 转 矩 特性 
款 日 产 3502 汽车 质量 m=1522kg， 其 V6 发 动机 最 大 功率 Py =288kW ， 最 大 功率 转 

















速 ww =6800r/min; Ty =363N . m， 最 大 转 矩 转速 w =4800r/min 试 确定 发 动机 的 功率 与 转 


和 抢 特 性 
3. 
宝 


xDrive3 


方程 ， 并 比较 从 转 和 矩 方程 计算 获得 的 Tw 和 上 面 给 出 最 大 转 矩 值 的 大 小 。 

功率 特性 与 模型 

马 X3 汽车 提供 配置 不 同 发 动机 的 四 种 车 型 : xDrive20d，xDrive25i1，xDrive30i 和 

0d。 各 种 车 型 的 质量 、 最 大 功率 和 最 大 转 矩 以 及 与 其 对 应 的 发 动机 转速 分 别 为 
Py/kW wyu/r/mn Ty/N:m wmin m/kg 





xDrive20d 130 4000 350 1750 1750 
xDrive251 160 6500 250 2750 1755 
xDrive301 200 6650 315 2750 1765 
xDrive30d 160 4000 500 1750 1810 


(a) 应 用 式 (4.1) 表达 这 些 车 型 的 功率 特性 。 
(b) 基于 功率 特性 解析 方程 计算 各 车 型 的 最 大 转 和 矩 ， 并 比较 最 大 转 矩 的 计算 值 与 实际 


值 ， 确 





定 对 哪个 车 型 建立 的 解析 方程 模型 比较 准确 。 
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4. 燃油 消耗 换算 














一 款 斯 巴 鲁 Impreza 汽车 质量 m = 1521kg， 其 涡轮 增 压 水 平 对 置 4 所 发 动机 最 大 功率 
Pu =219kW， 最 大 功率 转速 ww = 6000rxmin。 该 汽车 的 市 区 行驶 燃 六 
城 际 公 路 行驶 燃油 消耗 率 为 25mile/gal， 试 确定 汽车 每 行驶 100km 消耗 的 燃油 容积 〈L) 。 














35. 驱动 力 


一 款 奔驰 SLR 汽车 质量 m=1724kg， 其 增 压 V8 发 动机 最 大 功率 
Py =485kW， 最 大 功率 转速 ww = 6500r/min 
汽车 最 高 车 速 w =337km/h。 假 设 发 动机 达到 最 大 功率 时 汽车 在 





效率 为 n =0.75， 试 确定 最 高 车 速 下 的 驱动 力 。 


6. 变速 器 速度 方程 





宝马 X3 汽车 提供 配置 不 同 变速 器 的 四 种 车 型 ， xDrive20d，xDrive25i，xDrive30i 和 


xDrive30d。 各 种 车 型 的 变速 器 传动 比分 别 为 


xDrive20d 
xDrive251 
xDrive301 


xDrive30d 


各 车 型 均 采 用 相同 的 轮胎 和 轮轴 : 235/55 


给 出 。 


(a) 应 用 速度 方程 ， 分 别 绘制 4 种 车 型 的 档 位 -速度 图 。 
(b) 假设 7 =1， 在 一 张 图 中 绘制 各 车 型 的 加 速 能 力 曲 线 并 进行 比较 。 
(c) 假设 wo =1.2ww， 制 作 一 个 表格 ， 表 中 为 各 车 型 每 个 档 位 下 不 同 w; 的 值 。 


nl 
4.17 
4.07 
4.07 
4.17 


1 
2.34 
2 
2 


2. 34 


3 
1] 532 
1.55 
1.55 
1. 52 


(d) 验算 各 变速 器 的 变速 器 稳定 条 件 。 


(e) 女 确 定 各 变速 器 的 最 佳 稳定 wy 和 mw; ， 使 各 变速 器 均 尽 可 能 接近 于 几何 式 传动 比 设 


法; 
7. 车 速 与 发 动机 转速 


1.14 0.87 
1.16 0.85 
1.16 0.85 
1.14 0.87 


R17，8J x17， 各 车 的 其 他 参数 在 习题 3 中 


0.69 
0.67 
0.67 
0.69 


某 球 丰田 Camry 汽车 的 6 氏 发 动机 排 量 为 3. 5L， 其 最 大 功率 


P =197kW ， 最 大 功率 转速 ww = 6200r/ min 
该 车 采用 前 轮 驱 动 形式 ， 装 有 6 档 ECT -i 自动 变速 器 。 


1 档 传 动 比 = 由 =3. 300 
3 档 传动 比 =n3 =1.420 
5 档 传动 比 =ns =0.713 
倒 档 传动 比 =n, =4. 148 





试 确定 汽车 选用 如 下 两 种 规格 的 轮胎 时 ， 发 动机 最 大 功率 转速 ww 工 况 下 各 档 的 车 速 。 


(a) P215/55 R17 轮胎 
(b) P215/60 R16 轮胎 
8. 档 位 - 速度 方程 





2 档 传 动 比 =m =1. 900 
4 档 传 动 比 =m =1. 000 
6 档 传 动 比 =mw =0. 609 


主 减 速 比 =m =3.685 

















| 三 十 三 到 


到 [器 


3.4 
3;2 
3:2 
3.4 


消耗 率 为 19mile/gal， 


车 速 行驶 ， 此 时 总 


3.73 
4. 44 
4. 44 


3. 40 
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某 球 福特 Mondeo 汽车 发 动机 排 量 为 2 0L， 其 最 大 转 和 矩 
Ty =185N . m， 对 应 转速 w。=4500rmin 

该 车 装 有 5 档 手动 变速 器 。 

1 档 传动 比 =m =3.42，2 档 传 动 比 =n, =2.14，3 档 传动 比 =n3 =1.45，4 档 传动 比 = 
na =1.03，5 档 传动 比 =ns =0. 81， 倒 档 传动 比 =n, =3. 46 ， 主 减速 比 = md =4. 06 

若 汽 车 轮胎 规格 为 205/55 R16， 试 确定 各 档 的 档 位 - 速度 方程 。 

9. 主 减 速 比 与 各 档 传动 比 

某 款 达 契 亚 Logan 汽车 质量 m=1115kg， 其 4 缸 发 动机 最 大 功率 Pu =77kW， 最 大 功率 
转速 ww =5750r/min; TY =148N .mm， 对 应 转速 w。=3750r/min; zw =183kmXh， 轮 胎 规 格 : 
185/65 R15 。 

该 车 装 有 5 档 变 速 器 ， 发 动机 转速 为 1000r/min 时 ， 各 档 车 速 分 别 为 

1 档 车 速 =w; =7.25km/h 

2 档 车 速 =vws =13. 18km/h 

3 档 车 速 =vw3 =19.37km/h 

4 档 车 速 =vyw4 =26. 21km/h 

5 档 车 速 =vws =33.94km/h 试 测算 ng =4 时 各 档 传动 比 n;, i=1，2，…5。 

10. 牵引 力 方 程 

基 款 吉普 Wrangler 汽车 装配 一 台 6 饶 发 动机 ， 并 具有 如 下 性 能 参数 

Py =153kW， 最 大 功率 转速 wy =5200r/min 

TV =325N . m， 对 应 转速 w。=4000r/min 

该 车 型 装配 一 个 6 档 和 手动 变速 器 ， 各 档 传动 比 为 
































速 
速 




















1 档 传动 比 =m =4. 46 2 档 传动 比 =n, =2. 61 
3 档 传 动 比 =ns =1.72 4 档 传 动 比 = m =1. 25 
5 档 传动 比 =m =1.00 6 档 传 动 比 = =0. 84 
倒 档 传动 比 =m =4. 06 主 减速 比 =z =3.21 
或 者 装配 一 个 4 档 自 动 变速 器 ， 各 档 传 动 比 为 : 

1 档 传动 比 =n1 =2. 84 2 档 传动 比 =n, =1.57 
3 档 传 动 比 =ns =1.0 4 档 传动 比 =m =0.69 
倒 档 传动 比 =n, =2.21 主 减速 比 =ng =4. 10 
假设 


n =0. 8 轮胎 规格 : 245/75 R16 
试 分 别针 对 上 述 两 种 变速 器 配置 确定 各 自 的 牵引 力 方 程 。 
11. 加 速 能 
兰博基尼 Murcielago 汽车 装 有 一 台 排 量 为 6. 2L 的 V12 发 动机 ， 该 发 动机 性 能 参数 如 下 
P =464kW ， 最 大 功率 转速 ww = 8000r/min 
Tv =660N . m， 对 应 转速 w。= 6000r/min 
m = 16S50kg 
前 轮 轮胎 规格 : P245/35 ZR18 
后 轮 轮 胎 规 格 : P335/30 ZR18 
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汽车 变速 器 的 传动 比 接近 下 面 的 似 取 值 : 

1 档 传动 比 =m =2. 94 2 档 传动 比 =n, =2. 056 

3 档 传 动 比 =n3 =1.520 ”4 档 传动 比 =m =1. 179 

5 档 传 动 比 =ns =1. 030 6 档 传 动 比 =ne =0. 914 

倒 档 传动 比 =n, =2. 529 主 减 速 比 =na =3. 42 

假设 n=0.8 

(a) 试 确定 各 档 的 车 轮转 和 矩 方程 。 

(b) 试 确定 汽车 的 加 速 能 力 。 

女 变速 器 稳定 性 

某 款 捷豹 XJ 汽车 为 后 轮 驱 动 ， 装 有 一 台 排 量 为 4. 2L 的 V8 发 动机 ， 该 汽车 的 部 分 性 能 

参数 如 下 











m =1650kg / =3033mm 
前 轮胎 规格 : P235/50 R18 
后 轮胎 规格 : P235/50 R18 
Py =220kW， 对 应 转速 ww =6000r/min 
若 该 汽车 的 变速 器 各 档 传 动 比如 下 : 











1 档 传 动 比 =m =4. 17 2 档 传动 比 =n, =2.34 
3 档 传动 比 =n3 =1.52 4 档 传 动 比 =m =1.14 
5 档 传 动 比 =n; =0. 87 6 档 传动 比 =n6 =0. 69 
倒 档 传动 比 =n, =3.4 主 减速 比 =ma =2. 87 





试 检验 变速 器 稳定 条 件 。 如 果 相 邻 档 位 传动 比 的 比例 不 是 常数 ， 请 根据 前 两 个 档 位 的 相 
对 传动 比 确定 新 的 各 档 位 传动 比 。 
13. 女 等 比 级 数 传动 比 变速 器 设计 
兰博基尼 Diablo 是 一 款 后 轮 驱 动 的 汽车 ， 研 发 于 1990 一 2000 年 。 该 车 装 有 一 人 台 排 量 为 
5.7L 的 V12 发 动机 ， 该 车 部 分 性 能 参数 如 下 
Py =362kW， 对 应 转速 ww =7000r/min 
TY =580N . m， 对 应 转速 w。 =5200r/min 
vy =328km/h 
m =1576kg!l =2650mm 
wr =1540mmw, = 1640mm 
前 轮胎 规格 : 245/40 ZR17 后 轮胎 规格 : 335/35 ZR17 
该 汽车 的 变速 器 各 档 传 动 比如 下 : 
1 档 传 动 比 =m =4.17 vy =97.3km/h 
2 档 传 动 比 =m =2.34 vy =147.7km/h 
3 档 传 动 比 =ns =1.52 vy =200.2km/h 
4 档 传动 比 =m =1.14 vy =254.8km/h 
5 档 传动 比 =ns =0.87 vy =325km/h 
倒 档 传动 比 =n, =2.12 vy =105.7km/h 
主 减速 比 =ng =2.41 
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假设 7 =0.9 

(a) 试 确定 各 档 换 档 时 的 跳 变量 。 

(b) 试 确定 各 档 换 档 时 的 速度 跨度 。 

(c) 试 确定 各 档 最 高 车 速 时 的 发 动机 转速 。 

(d) 斌 确定 功率 特性 方程 ， 并 求 出 各 档 最 高 车 速 时 的 发 动机 功率 。 

(e) 汽车 最 高 车 速 与 5 档 最 大 速度 之 间 存 在 一 个 速度 差 ， 试 求 汽车 最 高 车 速 时 的 发 动 
机 功率 。 根 据 汽 车 最 高 车 速 ， 确 定 总 阻力 。 

14. 手动 变速 器 与 自动 变速 器 的 比较 

某 款 日 产 U12 Pintara 汽车 有 手动 变速 器 和 自动 变速 器 两 种 配置 。 手 动 变速 器 配置 车 型 
的 档 传动 比 参数 如 下 : 























1 档 传动 比 =ni =3. 285 2 档 传 动 比 =n, =1. 850 
3 档 传 动 比 = ns =1.272 4 档 传动 比 =n4 =0. 954 
5 档 传 动 比 =ns =0.740 

倒 档 传动 比 =n, =3. 428 主 减速 比 =ng =3. 895 
自动 变速 器 配置 车 型 的 传动 比 参数 如 下 : 

1 档 传 动 比 =mm =2.785 2 档 传 动 比 =m =1. 545 
3 档 传动 比 =ns =1.000 4 档 传 动 比 =ns =0. 694 
倒 档 传动 比 =n, =2. 272 主 减速 比 =ng =3. 876 


将 这 两 种 变速 器 与 等 比 级 数 传动 比 变速 器 设计 条 件 进行 比较 ， 试 确定 哪 一 种 变速 器 会 产 
生 最 大 偏差 。 
15. 女 递 增 传动 比 和 等 比 级 数 传动 比 变速 器 设计 
某 款 全 轮 驱 动 的 现代 Santa Fe 汽车 性 能 参数 如 下 
Py =178kW， 对 应 发 动机 转速 ww =6000r/min 
Ty =306N . m， 对 应 发 动机 转速 w。=4500r/min 
m =1724kg 
/=2700mm 
轮胎 规格 P235/70 R16 
1 档 传动 比 =m =3.79 2 档 传动 比 =ns =2. 06 
3 档 传动 比 =ns =1.42 4 档 传 动 比 =m =1.03 
5 档 传动 比 =m =0.73 
倒 档 传 动 比 =m =3. 81 主 减 速 比 =na =3. 68 
发 动机 在 最 大 功率 Py ， 变速 右 挂 5 档 (ns =0.73) 时 ,汽车 可 以 达到 速度 v=200.2km/h。 
保留 nl 和 ns， 根 据 递增 传动 比 和 几何 传动 比 变速 器 设计 要 求 分 别 重新 计算 变速 器 的 各 档 传动 比 。 
16. 友 递 增 传动 比 和 等 比 级 数 传动 比 变速 器 设计 
设 某 后 轮 驱 动 汽 车 的 性 能 参数 如 下 : 
m =2838kg 
[=3886mm 
F./F, =4410/6000 


轮胎 规格 : 245/75 R16 





























158 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 




















如 果 试验 数据 表明 


Tl 


vy =100kmAh， 坡 度 3% 

vy =84km/h， 坡 度 6% 

vu =0， 坡 度 33. 2% 
假设 m=0. 85， 试 估算 该 车 的 最 大 转 矩 和 最 大 功率 。 
提示 : 假设 车 辆 在 最 大 坡度 道路 上 驻 车 时 ， 发 动机 在 最 大 转 矩 工 况 下 工作 。 同 时 假设 车 辆 在 
某 一 坡度 道路 上 以 最 高 速度 行驶 时 ， 发 动机 在 最 大 功率 工 况 下 工作 。 坡 度 为 3% 表示 道路 与 
水 平 线 之 间 的 夹 角 为 


3 
中 =arctan 一 一 
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17. 女 变速 器 设计 
设 某 后 轮 驱 动 汽 车 的 性 能 参数 如 下 : 
Py =141kW， 对 应 发 动机 转速 wm =7800r/min 
Ty =181N. m， 对 应 发 动机 转速 w。 = 6800r/min 
vy =237km/h 
7 =0.90 
m = 875kg (=2300mm 
前 轮胎 规格 : 195/50 R16 后 轮胎 规格 : 225/45 R17 
1 档 传动 比 =ni =3. 116 2 档 传动 比 =m =2. 050 
3 档 传动 比 =m =1.481 4 档 传 动 比 = 由 =1. 166 
5 档 传动 比 = =0.916 6 档 传 动 比 =ne =0. 815 
倒 档 传动 比 =n, =3. 250 主 减速 比 =ng =4. 529 
根据 6 档 最 大 速度 ， 重 新 设计 各 档 传 动 比 。 工 作 范 围 可 以 选用 最 大 功率 的 20% 。 
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S 应 用 运动 学 


位 置 、 速 度 和 加 速度 称 作 运 动 学 信息 ， 旋 转 位 置 分 析 是 存在 相对 运动 的 刚体 运动 学 计算 
的 关键 。 本 章 将 回顾 运动 学 知识 ， 并 给 出 计算 刚体 相对 运动 学 信息 所 采用 的 方法 。 车 辆 包括 
很 多 运动 子 系统 ， 如 悬 架 系 ， 车 辆 本 身 可 以 看 作 在 惯性 坐标 系 中 运动 的 刚体 ， 


5.1 绕 全 域 笛 卡 儿 坐标 轴 的 旋转 


设 在 某 刚体 8 上 固定 有 一 个 正 交 
笛 卡 儿 连 体 坐 标 系 (Oxyz) ， 该 坐标 
系 与 大 地 C 在 原点 0 处 相连 。 如 末 
Oxyz 相对 于 固定 在 大 地 的 全 域 坐标 系 
G (OXYZ) 的 方位 确定 了 ， 则 刚体 B 
相对 于 OXYZ 的 方位 也 为 已 知 。 图 
5. 1 所 示 为 连 体 坐 标 系 B 绕 全 域 坐标 
系 G 中 的 0 点 旋转 的 情况 。 

如 果 刚 体 8 绕 全 域 坐标 系 G 中 2 
轴 旋 转 a 度 ， 则 刚体 上 任意 一 点 P 
的 局 部 坐标 系 坐 标 和 全 域 坐 标 系 坐 标 x 





























的 关系 可 用 下 面 公式 表示 
r=Rzy sr (5.1) 图 5.1 连 体 坐 标 系 8 相对 于 全 域 坐 标 系 6 中 的 0 点 的 旋转 
式 中 
cosa -sing 0 
Rzuw= sing cosa 0 (5;2) 
0 0 1 
且 
X x 
r= 了 Br= y (5.3) 
了 Z 


同 理 ， 刚 体 B 绕 全 域 坐 标 系 G 中 了 轴 旋 转 B 度 ， 和 绕 X 轴 旋转 y 度 时 , P 点 局 部 坐标 系 
坐标 和 全 域 坐标 系 坐标 的 关系 可 用 如 下 公式 表示 。 


‘r=Ryg’r (5.4) 
‘r=Rr,y’r (5.5) 
式 中 
cosB 0 sinB 
Rg= 0 1 (5. 6) 


—sinB 0 cosB 
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Rx 7 到 


证 明 : 令 (i, j, 有 ) 和 (1, J， 
天 ) 分 别 表示 沿 0xyz 和 OXYZ 中 坐标 
轴 的 单位 向 量 ， 刚 体 的 空间 固定 点 0 
为 0xyz 和 OXYZ 的 共用 原点 。 假 定 有 
国定 在 某 刚体 上 的 点 P 了 绕 2 轴 旋 转 了 
角度 a。 图 5.2 所 示 为 旋转 后 的 坐标 
系 顶 视图 ， 图 中 用 虚线 表示 出 初始 位 
置 点 (X1, ,21)。 

P 点 的 位 置 向 量 r 在 连 体 坐 标 系 
和 全 域 坐标 系 中 的 坐标 可 以 表示 为 
(5.8) 











Br =xi + yj +ak 


Cr = XI +Y)+ZK 


1 0 
0 
0 


Cosy 


siny 


图 








0 


siny 


(5.7) 


cosy 











x 





5.2 旋转 后 的 坐标 系 顶 视 


| 











(5.9) 





式 中 ,7 是 位 置 向 量 r 在 连 体 坐标 系 B 中 的 表达 形式 ;“r 是 位 置 向 量 7 在 全 域 坐标 系 G 中 的 
表达 形式 。 
应 用 式 (5.8) 和 内 积 的 定义 ， 可 以 写作 
X=i.r=i.xiti.y)+i. zk (5.10) 
Y=) .r=) .xi+t). yj+) .zh (5.11) 
Z=K.r=K.xi+Rk. yj+Kk. zk (5. 12) 
或 等 效 写 作 
x ji j.) jk x 
Y= Jj.: Jj.J 了 .天 y (5. 13) 
2 Ki kK.) kh 2 
分 析 图 5.2 显示 
7 .1=cosae7 .j= -sinagi.k=0 
j .i=singj .j=cosga) .k=0 
K.i=0 K.j=0 KkK.k=1 (5.14) 
联 立 式 (5.13) 和 式 (5. 14) 得 到 
Cr=R;, ,Sr (5. 15) 
X cosa i 0 x 
Y = sna cosa 0 y (5.16) 
Z 0 0 1 zz 
Z 轴 旋 转 和 矩阵 ，Rz 。， 的 各 元 素 称 作 ?r 相对 于 OXYZ 的 方向 余弦 。 
cosa -sing 0 
Rzuw= sing cosa 0 (5.17) 
0 0 1 
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式 (5.15) 表明 向 量 r 在 全 域 坐标 系 中 的 第 二 个 位 置 等 于 Rz,。 乘 以 局 部 坐标 系 中 的 位 
置 向 量 。 因 此 ， 如 果 已 知 刚 体 上 某 点 的 局 部 坐标 ， 就 能 够 获得 该 点 绕 Z 轴 旋 转 后 的 全 域 
坐标 。 

同 理 ， 绕 了 轴 旋 转角 度 6 和 绕 X 轴 旋转 角度 y 的 情况 也 可 以 分 别 用 了 轴 旋 转 矩 阵 Ry.gp 
和 式 轴 旋转 矩阵 Rx,y 表 示 。 








cosB 0 sinB 
Rys= 0 1 0 (5.18) 
-SinB 0 cosB 
1 0 0 
Rxy= 0 cosy -siny (5.19) 


0 siny cosy 
旋转 算 阵 Rs 。、Rys 和 Ry 称 作 基本 全 域 旋转 和 矩阵。 通常 人们 分 别 用 a、p 和 表示 绕 
全 域 坐标 系 第 一 、 第 二 和 第 三 坐标 轴 的 旋转 。 
例 155 绕 全 域 坐 标 轴 的 连续 旋转 
点 P(1,2,3) 绕 2Z 轴 旋 转 30*%， 继 而 绕 X 轴 旋 转 30*， 再 绕 Y 轴 旋转 90*， 其 最 终 位 置 可 以 
通过 如 下 方法 获得 。 首 先 令 Rz a 乘 以 [1，2，3]】 得 到 P 点 第 一 次 旋转 后 的 全 域 坐标 位 置 。 




















cos 工 -sin 工 0 
Xs 6 6 1 -0. 134 
区 3 (5. 20) 
Zz 6 6 3 3 
0 0 1 
再 令 Ry 30 乘 以 [ -0.134，2.23，3] 计算 第 二 次 旋转 后 P 点 的 全 域 坐标 位 置 。 
1 0 0 
Xs 证 7 -0.134 -0.134 
We A (5. 21) 
Za 0 sin 6 cos 人 3 lt 


最 后 令 Ry % 乘 以 [ -0.134,0.433，3.714]" 计算 第 三 次 旋转 后 P 点 的 最 终 全 域 坐标 位 置 。 








Cs 0 sin 工 
Xa “3 ~ “2 -0.134 3.714 
Y, = 0 1 0 0.433 = 0.433 (5. 22) 
Z, ea ed 4 0. 134 


2 2 
例 156 全 域 旋转 ,局 部 位 置 
如 果 点 了 绕 Z 轴 旋 转 60" 运 动 到 = [1, 2,，3] ,该 点 在 局 部 坐标 系 中 的 位 置 为 


全 Rz 60 和 





cos 工 -sin 0 
X2 3 -7.3 2 3.6 
2 = sin 工 i 工 0 3 = -0.23 (5723.) 
2 多 2 
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例 157 时 变 全 域 旋转 
假设 某 刚体 B 以 速度 0. 1rad/s 绕 Z 轴 连 续 旋 转 ， 该 刚体 的 变换 矩阵 为 
cos0.11 -sin0.1l:1 0 
CRyp= sin0.1t cos0.11t 0 (5. 24) 
0 0 1 
且 有 





X cos0.1; —sin0.1l; 0 x 

Y = sin0.1 cos0. 1 0 yy 

Z 0 0 1 zx 
Xcos0. 11 — ysin0. 11 


= ycos0. 1 +xsin0. 1 (5.25) 
Zz 
这 种 旋转 使 刚体 B 上 的 每 一 个 点 都 在 平行 于 平面 (X,Y 了) 的 平面 上 以 半径 R= 
VX?” + 了 站 做 环形 运动 : 
及 + =(xcos0. 1 — ysin0. 11)” + (ycos0. 1t + xsin0. 1t)? 
=x2 +y =R? (5.26) 
考虑 在 刚体 B 上 的 某 点 P， 此 时 有 ?r= [1 0 0]'"。 经 过 1=1s 后, 该 点 在 
X cos0.1 -sin0.1 0 1 0.995 
Y = sin0.1 cos0.1] 0 0 = 0.0998 (5. 27) 
Z 0 0 1 0 0 
经 过 t=6s 后 ， 该 点 在 
X cos0.6 -sin0.6 0 1 0. 825 
Y = sin0.6 cos0.6 0 0 = 0.564 (5. 28) 
Z 0 0 1 0 0 


5.2 绕 全 域 笛 卡 儿 坐标 轴 的 连续 旋转 





某 刚 体 B 上 点 P 的 位 置 向 量 r 的 经 过 一 系列 绕 全 域 坐标 轴 的 旋转 Rl，R,，Rs，… 





?3 R, 
后 ， 其 最 终 全 域 坐标 位 置 可 以 通过 如 下 方法 获得 。 
cr = CRpSr (5. 29) 
式 中 ， 
CRa =R,:…R; R, RI (5. 30) 











“r 和 ?7 分 别 是 位 置 向 量 r 在 全 域 坐标 系 和 局 部 坐标 系 中 的 表示 。 变 换 和 矩阵 "Rs 称 作 全 域 旋转 
和 矩阵， 用 于 完成 由 局 部 坐标 向 相应 的 全 域 坐标 的 转换 。 
例 158 ”连续 全 域 旋 转 ， 全 域 位 置 



































如 果 某 刚体 上 的 一 点 P 与 全 域 坐 标 系 在 0 点 关联 ， 并 处 于 坐标 
X 0.0 
7 = 0.26 (5. 31) 


Z 0.97 
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该 点 绕 X 轴 旋转 -29°， 继 而 绕 Z 轴 旋转 30*， 再 绕 X 轴 旋转 132° 后 ,计算 其 最 终 位 置 
的 旋转 矩阵 为 





0.87 -0.44 -0.24 
CRy=Rx sRzs0Rr 2 = -0.33 -0.15 -0.93 (5. 32) 
0.37 0.89 -0.27 


因此 ， 其 最 新 位 置 为 


X 0. 87 -0.44 -0.24 0.0 —0.35 
Y= B33 D1 <0 020 = =094 (5.33) 
Z 0.37 0. 89 S002. “09 =0.031 


例 159 旋转 顺序 ， 和 矩阵 相 乘 顺序 
改变 全 域 旋转 矩阵 的 顺序 相当 于 改变 旋转 的 顺序 。 


某 刚 体 B 


上 点 了 的 位 置 在 Y= [1 2 3] ， 该 点 绕 工 轴 旋 转 30"， 再 绕 工 轴 旋 转 45” 





后 ， 其 全 域 坐标 位 置 为 





“ = Ry asRx 3027 
0.53 -0.84 -0.13 1 
= 0.0 0.15 0.99 2 = 3.27 (5. 34) 
-0.85 -0.52 0.081 3 


如 果 改 变 旋转 顺序 ， 则 其 位 置 为 





Cr7> = Ry a0Ry 7 
0. 53 0.0 -0.85 1 3. 08 
= -0.84 0.15 -0.52 2 = 1.02 (5.35) 
-0.13 0.99 0.081 3 —1.86 


PP 经 上 述 两 种 旋转 后 的 最 终 位 置 相距 d= 1 人 ri - “7 1 =4. 456。 

例 160 全域 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 角 

绕 全 域 坐标 系 X 轴 的 旋转 称 为 侧 倾 ， 绕 全 域 坐标 系 了 轴 的 旋转 称 为 俯仰 ， 绕 全 域 坐标 
系 Z 轴 的 旋转 称 为 模 摆 。 全 域 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 旋转 矩阵 为 

“Rs =Rz ,Ry gpRx,a 





cosBcosy —cosasiny +cosysinasinB sinagsiny +cosacosysinB 
cosBsiny cosacosy + SinasinBsiny — cosysina + cosasinBsiny (5.36) 
— sinB cosBsina cosacosB 








给 定 侧 倾 、 俯 仰 和 横 摆 角度 后 ， 就 可 以 应 用 式 (5.36) 计算 出 总 旋转 矩阵 。 同 样 ， 旋 


转 和 矩阵 给 出 后 

















的 第 i 行 第 j 列 元 素 ， 则 侧 倾角 为 


俯仰 角 为 





横 摆 角 为 





， 也 可 以 计算 等 效 侧 倾 、 俯 仰 和 横 摆 角 。 令 7 表示 侧 倾 -俯仰 - 横 摆 旋转 矩阵 
actan| 到 5.37 

el a 

B= -arcsin(73l ) (5.38) 
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= arctan 2 5.39 
pi 到 
假设 cosB 关 0。 
5.3 绕 局 部 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 旋转 

设 含 有 一 个 空间 固定 点 0 的 某 刚 体 ， 其 局 部 体 坐 标 系 B( Oxyz) 与 全 域 坐标 系 C 




















(OXYZ) 重合， 两 个 坐标 系 的 原点 均 在 固定 点 0 处 。 如 果 该 刚体 绕 局 部 连坐 标 系 的 z 轴 旋 转 
角度 $9 ， 刚 体 上 任意 一 点 在 局 部 坐标 系 和 全 域 坐标 系 中 坐标 之 间 的 关系 可 以 由 下 式 给 出 。 
入 =R cr (5.40) 


图 5. 3 为 系统 的 顶 视图 ， 向 量 %r 
和 ?7 分 别 是 该 点 在 全 域 坐标 系 和 局 
部 坐标 系 中 的 位 置 向 量 。 


























X 区 

r= Y Br= y (5.41) 
Z Zz 

R, 为: 轴 旋 转 矩 阵 。 
cosp sinp 0 
Rs= -sinp cosp 0 > x 
0 0 1 i 和 i a 
图 5.3 局 部 连坐 标 系 绕 局 部 连坐 标 系 z 轴 
(5. 42) 


旋转 前 后 点 P 的 位 置 向 量 




















同 理 ， 绕 局 部 坐标 系 的 y 轴 旋 转 
角度 9 和 绕 局 部 坐标 系 的 x 轴 旋 转角 度 光 可 以 分 别 用 y 轴 旋 转 矩 阵 Rs。 和 x 轴 旋 转 和 矩阵 R,, 
表示 。 


cosO 0 -sing 


Ro= 0 1 0 (5.43) 
sin0 0 cos0 
1 0 0 

Riy= 0 cosy siny (5.44) 
0 -Sin cosy 





证 明 : 向 量 r 表示 旋转 后 刚体 B 上 点 P 的 位 置 , 令 (i j,〖) 和 (7 7 KK) 分 别 表示 
沿 局 部 坐标 系 B (Oxyz) 坐标 轴 和 全 域 坐标 系 G (OXYZ) 坐标 轴 的 单位 向 量 ， 两 个 坐标 系 
中 位 置 向 量 的 表示 形式 为 








Br=xi ty +ak (5.45) 
Cr = XI + YI)+ZK (5.46) 
如 果 9 分 量 已 知 的 话 ， 则 史 分 量 也 可 以 获得 。 应 用 式 5.45) 和 内 积 的 定义 ， 可 以 写 
x=fi.r=i*. Xi+ti. Y)+i. ZK (5.47) 
y= "r=j* Xi+ti. Y +). ZK (5.48) 


z=hk.r=hk. Kirk. +h. ZK (5.49) 
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或 者 等 效 地 

X 

了 (5. 50) 
hr) ke) kek 4 

z 轴 旋 转 矩 阵 R. ,的 元 素 是 ?7 相对 于 0xyz 的 方向 余弦 ， 所 以 式 (5. 50) 矩阵 的 元 素 为 


1 .7=cosp 1 /=sinp i.K=0 





7*1= -sing 7 * /=cosp fj.K=0 (5.51) 


kj=0 hk.j=0 hk.K=1 
联 立 式 (5.50) 和 式 (5.51)， 可 以 通过 令 z 轴 旋 转 和 矩阵 RR,。 乘 以 向 量 %r 获得 ?7 的 


分 量 。 





% cosp sinpg 0 X 
y = -sing cosp 0 了 (5.52) 
4 0 0 1 必 
上 述 公 式 也 可 以 用 如 下 简写 形式 : 
r=R,,p°r (5. 53) 
式 中 ， 
cosp sinpg 0 
Rs= -sinp cosp 0 (5.54) 
0 0 1 


式 (5.53) 表明 ， 经 过 绕 局 部 坐标 系 z 轴 的 旋转 后 ， 在 局 部 坐标 系 中 的 位 置 向 量 等 于 
R_.。 乘 以 全 域 坐标 系 中 的 位 置 向 量 。 因 此 ， 如 果 已 经 知道 了 刚体 上 某 点 在 全 域 坐 标 系 中 的 从 
标 ， 则 可 以 求 得 绕 轴 旋 转 后 该 点 在 局 部 坐标 系 中 的 坐标 。 

同 理 ， 绕 y 轴 旋 转角 度 9 和 绕 * 轴 旋 转角 度 少 可 以 分 别 用 y 轴 旋 转 矩 阵 尺 ,和 > 轴 旋 转 
矩阵 R, ,表示 。 





cosO 0 -sing 

Ro= 0 1 0 (5.55) 
sing 0 cos 
1 0 0 

Riy= 0 cosf siny (5.56) 


0 -Sin cosy 
通常 分 别 用 pgp、9 和 表示 绕 局 部 坐标 轴 的 第 一 、 第 二 和 第 三 旋转 。 
例 161 局 部 旋转 ， 局 部 位 置 
如 果 某 局 部 坐标 系 B( Oxyz) 绕 其 z 轴 旋 转 了 60°， 全 域 坐标 系 G (OXYZ) 中 的 某 点 己 
在 (4,，3,2)， 该 点 在 局 部 坐标 系 B 中 的 坐标 为 











C08 GE 
区 ee 4 4.60 
区 于 3 = 一 1.97 [3 了 7) 
z 3 3 2 2.0 
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例 162 局 部 旋转 ,全 域 位 置 
如 果 某 局 部 坐标 系 B( Oxyz) 绕 其 z 





z 轴 旋 转 了 60°*， 局 部 坐标 系 B 


















































中 的 茶点 己 在 (4,，3， 


2) ， 该 点 在 全 域 坐 标 系 G(OXYZ) 中 的 位 置 为 
cos 工 sin 工 0 2 
大 3 3 4 -0. 60 
yy .TT T 3 = 4.96 (5. 58) 
-sn cos— 0 
Z 3 3 2 2.0 
0 0 1 
例 163 连续 局 部 旋转 ， 全 域 位 置 
令 刚体 绕 y 轴 旋 转 -90"， 接 着 绕 * 轴 旋 转 90"， 如 果 刚 体 上 某 点 已 在 =[9.5 -10.1 
10. 1] ,该 点 在 全 域 坐标 系 中 的 位 置 为 
°r, = [Rw0R,, _o0 | r=R oR oor 
10.1 
=R, ooR! or = —10.1 (5.59) 
093 
旋转 变换 矩阵 的 逆 矩 阵 和 转 置 矩阵 相等 ， 即 
及 -= 及 7 (5. 60) 
这 种 矩阵 称 作 正 交 和 矩阵 。 
例 164 全域 位 置 和 旋转 矩阵 右 乘 
旋转 后 某 点 尸 的 局 部 坐标 位 置 在 了 = [1 2 3] 7， 如 果 从 池 向 转换 的 局 部 旋转 矩 
阵 为 
cos 工 sin 工 0 
cosp Simnp 0 6 6 
R: = -sinp cosp 0 = _nmT oos 工 0 (5.61) 
0 0 1 6 6 
0 0 1 
则 可 以 通过 令 局 部 位 置 向 量 ?r" 右 乘 R, ,获得 全 域 位 置 向 量 “r。 
cos 人 sin © 0 
0 4 
=?r R.,=[1 2 3] i cos 6 0 
0 0 1 
=| -0.13 2.23 3.0|] (5. 62) 
不 必用 条 左 乘 Rj 。 
Cr =R sr 
2 
6 6 1 -0.13 
BS T 2 (5. 63) 
sin © cos 6 0 3 
0 0 1 
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s.4 绕 局 部 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 连续 旋转 
位 置 向 量 为 > 的 某 刚 体 B 上 一 点 P， 经 过 一 系列 绕 局 部 坐标 轴 的 旋转 Ri，R,，Rs ，…， 
R, 后 ， 其 最 终 全 域 坐标 位 置 可 以 通过 如 下 方法 获得 。 
Br =3R cr (5. 64 ) 





式 中 
3R = 尺 …R RR (5. 65 ) 
变换 矩阵 “Re 称 作 局 部 旋转 矩阵 ， 用 于 完成 由 全 域 坐标 向 相应 的 局 部 坐标 的 转换 。 
例 165 连续 局 部 旋转 ， 局 部 位 置 
初始 时 与 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 重合 的 局 部 坐标 系 B( Oxyz) ， 先 绕 z 轴 旋 转角 度 p =30°， 
接着 绕 * 轴 旋 转角 度 0 =30"， 再 绕 y 轴 旋 转角 度 w=30°。 位 于 X=5, 了 Y=30, Z =10 处 的 点 
P 的 局 部 坐标 可 以 通过 下 面 的 方法 获得 























x 5 
y =2Re 30 (5.66) 
Zz 10 
局 部 旋转 矩阵 为 
0. 63 0.65 -0.43 
SRe=R, 30R,30R,30 = -0.43 0.75 0.50 (5.67) 


0.65 -0.125 0.75 
点 了 在 局 部 坐标 系 中 的 坐标 为 
x 0.63 0.65 -0.43 5 18. 35 
y = -0.43 0.75 0.50 30 = 25.35 (5. 68) 
z 0.65 -0.125 0.75 10 7.0 
例 166 连续 局 部 旋转 
物体 上 某 点 P(x,y,z) 经 过 旋转 尺 ,。 后 ， 又 进行 Ro 和 Rj 旋转 ， 旋 转 算 阵 为 
SRo =R, jyR oR , 


cospcosy — sinOsingsiny cosysing +cospsingsiny — cosOsiny 








后 一 cosOsinp cosOcosop sing (5.69) 
cospsiny + SingcosWsinp singsiny ~ cospsinGcosy cosQcosy 

例 167 局 部 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 角 

绕 局 部 坐标 系 * 轴 的 旋转 称 作 侧 倾 或 倾斜 ， 绕 局 部 坐标 系 y 轴 的 旋转 称 作 俯仰 或 航 姿 ， 
绕 局 部 坐标 系 z 轴 的 旋转 称 作 横 摆 、 自 旋 或 航向 。 某 汽车 的 局 部 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 角 如 图 
5.4 所 示 。 

局 部 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 矩阵 为 

Re =R, RoR,, 


cosQcosy cosgpsiny +sinGcosysing singsiny - cospsinOcosy 








= —cosOsinf cospcosy -SinbsinWsinp cosysing +cospsingsiny (5.70) 


sing 一 cosOsinp cosOcosm 
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图 5.4 局 部 侧 倾 -俯仰 - 横 摆 角 





例 168 文 ” 欧 拉 角 

绕 全 域 坐标 系 Z 轴 的 旋转 称 作 进 动 ， 绕 局 部 坐标 系 x 轴 的 旋转 称 作 章 动 ， 绕 局 部 坐标 系 
z 轴 的 旋转 称 作 自 旋 ， 进 动 - 音 动 - 自 旋 角 称 作 欧 拉 角 ， 基 于 欧 拉 角 的 旋转 算 阵 可 以 应 用 于 
刚体 运动 学 中 。 为 了 求 取 从 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 向 局 部 坐标 系 B( Oxyz) 的 欧 拉 角 旋 转 矩 阵 ， 
需要 构建 如 图 5.5a 所 示 的 连 体 坐 标 系 B'( Ox'y'z') ， 该 坐标 系 未 旋转 时 与 全 域 坐标 系 重合 。 
假设 该 坐标 系 绕 z' 轴 旋转 角度 9 ， 因 为 Z 轴 和 z' 轴 重合 ， 所 以 





Sr=8 Rr (5.71) 
cosp sinpg 0 

SRo=R.s= -sinp cosp 0 (5.72) 
0 0 1 





图 5.5 欧 拉 角 
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然后 ， 假 设 坐标 系 B (0Ox' y' 二 ) 是 新 的 固定 全 域 坐 标 系 ， 并 引入 一 个 新 的 连 体 坐标 系 B” 
(COx 多  )， 在 第 二 次 旋转 之 前 ， 两 个 坐标 系 重 合 。 接 着 令 其 绕 x" 轴 旋转 角度 9 ， 如 图 
5. Sb 所 示 。 B’ ( Ox’ y’ z! ) 和 B” ( Ox” y” 2 ) 的 变换 矩阵 为 








Br=F RESr (5.73) 
1 0 0 
BR, = R.g= 0 cos0 sing (5.74) 
0 —sing cosO0 


最 后 ,假设 坐标 系 B”( Ox” yz ) 是 新 的 固定 全 域 坐标 系 ， 并 认为 在 第 三 次 旋转 前 最 终 连 体 坐 
标 系 B(Oxyz) 与 坐标 系 BP" 重合 。 接 下 来 令 其 绕 z* 轴 旋转 角度 yy ， 如 图 5.5c 所 示 。P” (Ox”y 这 
和 B( Oxyz) 的 变换 矩阵 为 





Sr=3Rp Sr (5.75) 
cosyy siny 0 
BRp, =R.y= -siny cosy 0 (5.76) 
0 0 1 
根据 旋转 组 合法 则 ， 从 G( OXYZ ) 向 B( Oxyz) 的 转换 方法 为 
Sr = BR (5.77) 
式 中 
?Re =R, ,RoR,,, 
cospcosy — cosOsingsiny cosysinpg + cosOcospsiny singsiny 
= 一 cospSsiny -cosOcosysinpg -singsiny +cosOcospcosy singcosy (5.78) 
singsing — cospsing cosO 
所 以 有 
RE = RC= Re = [RyR, aR] 
cospcosy - cosOsinpsinW —cospsiny - cosOcosyWsinp Sinbsinp 


= cosysing +cosOcospsiny -sinpgsiny + cosOcospcos -cospsing (5.79) 
singsiny sinbcosyy cosO 
给 定 进 动 角 op、 童 动 角 9 和 自 旋 角 峭 后 ， 就 可 以 应 用 式 〈5. 78) 计算 总 旋转 和 矩阵。 同样 也 可 
以 在 给 定 旋转 矩阵 后 计算 出 进 动 角 、 章 动 角 和 自 旋 角 。 
如 果 六 表示 进 动 - 章 动 - 自 旋 旋 转 矩 阵 位 于 第 i 行 第 j 列 的 元 素 ， 则 








0 = arccos733 (5. 80 ) 
op = -arctan| 包 | (5.81) 
732 
y=arctan | (5. 82) 
723 





条 件 是 sin6 0。 
例 169 女 “局 部 旋转 矩阵 的 欧 拉 和 角 
绕 z 轴 旋转 30°*， 绕 x 轴 旋 转 30*， 绕 y 轴 旋 转 30" 后 ， 局 部 旋转 矩阵 为 
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Re = 及 30 有。 30 及 -30 
0. 03 0.65 一 0. 43 
= 一 0.43 0. 73 0. 50 (3. 83 ) 
0.65 -0.125 0.75 
因此 ， 位 于 X=5, 了 =30, Z=10 处 某 点 的 局 部 坐标 为 











x 0. 63 0.65 -0.43 5 18. 35 
y = -0.43 0.75 0.50 30 = 25.35 (5.84) 
六 0.65 -0.125 0.75 10 7.0 
对 应 该 进 动 - 章 动 - 自 旋 旋 转 矩 阵 的 欧 拉 角 为 
0=arccos(0.75) =41.41° (5.85) 
p= ~ actan [975) = 79.15° (5. 86) 
y=actan| 3 )= —40.7° (5.87) 


对 p=79.15°% ,9=41.41° 和 w= -40.7"， 也 可 以 检验 进 动 - 章 动 - 自 旋 旋转 矩阵 。 
2Re =R, -40.7 及 41.41 民 :79 15 
0. 603 0. 65 一 0. 43 
= 一 0.43 0. 75 0. 50 (5. 88) 
0.65 —0.125 0.75 
因此 , pg =79.15° , 9=41.41° ,y= -40.7° 时 ， R, 30R, 30R,,30 = R, y Rx .6 有 oo 换言之 ， 固 
定 在 局 部 坐标 系 上 的 刚体 通过 连续 三 次 绕 z 轴 、 ; 办 和 :> 轴 分 别 旋转 角度 79. 13"，0 = 
41. 41° 和 w= -40.7" 后 运动 到 其 最 终 位 置 ， 也 可 以 通过 连续 三 次 分 别 绕 z 轴 、* 轴 和 y 轴 旋 
转角 度 30*，30° 和 30° 实 现 。 因 此 ， 刚 体 从 初始 位 置 到 最 终 位置 的 三 次 旋转 方法 并 不 是 唯 
一 的 。 
例 170 妈 ”两 个 物体 的 相对 旋转 矩阵 
设 某 刚体 B, 满足 由 欧 拉 角 p =30% ,0= -45”，, y=60° 构 成 的 姿态 矩阵 'R。， 男 一 刚体 
有 满足 相对 于 全 域 坐标 系 的 欧 拉 角 pg =10”，9=25”, 小 = -15"， 为 获得 由 第 二 个 连 体 坐 
标 系 B, 向 第 一 个 连 体 坐 标 系 Bi 映射 的 旋转 矩阵 'R。 ， 需 要 先 确定 各 自 的 旋转 矩阵 。 
Re =R, coR,, -asR,,30 
0. 127 0.78 —0.612 
= -0.927 -0.127 -0.354 (5. 89) 
-0.354 0.612 0.707 
“Re = R, i0R, 25 及 -15 





















































0. 992 -6.33 x10- -0.109 
= 0. 103 0. 907 0. 408 (5.90) 
7.34 x10-” -0.416 0. 906 
要 求 取 的 旋转 矩阵 'R, 可 以 用 如 下 方法 求 得 
'R, = Re’R, (5.91) 


上 式 等 效 于 


5 


yy 


如 
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PR 一 Re Re 
0. 992 0.103 7.34x10-? 
= -6.33x10-* 0.907 -0. 416 (5. 92 ) 
-0. 109 0. 408 0. 906 
例 171 太 小 角度 的 欧 拉 角 旋转 和 矩阵 
对 很 小 的 欧 拉 角 p，69 和 的 欧 拉 旋转 矩阵 “Re = RR oR,s。， 可 以 近似 等 于 








1 y 0 
“Re = -7 1 90 (5.93) 
0 -0 1 
式 中 
y=9 + (5. 94) 








因此 ， 当 旋转 角 很 小 时 ， 角 和 水 影响 不 显著 。 
如 果 6 一 0 ， 则 欧 拉 旋转 矩阵 “Re =RR.yR,，oR: 。 变 为 


cospcosy — singsiny cosysinpg + cospsin 0 
SR, = —cospsiny ~cosysinpg -singsiny +cospcosy 0 
0 0 1 
cos (p+W) sin (p+w) 0 
= -sn (pg+wW) cos (p+y) 0 (5.95) 
0 0 1 


可 见 ， 即 使 角 wo 和 yw 不 是 非常 小 ， 其 影响 也 不 显著 。 因 此 ，0 =0 时 ， 式 (5.78) 中 旋转 矩 
阵 的 欧 拉 角 的 解 不 唯一 。 
例 172 娘 ” 欧 拉 频率 表示 的 角速度 向 量 
引入 单位 向 量 6。 ，6。 和 6 可 以 构建 欧 拉 局 部 坐标 系 (0，6。，66，6y)， 如 图 5.5d 所 
示 。 尽 管 欧 拉 坐标 系 未 必 是 正 交 坐标 系 ， 但 是 其 对 刚体 运动 学 分 析 非 常 有 帮助 。 
连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 相对 于 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 的 旋转 角速度 向 量 cmws 可 以 在 欧 拉 角 
坐标 系 中 写成 三 个 欧 拉 角速度 向 量 的 总 和 。 
wp = és + 060 + yy (5.96) 
式 中 欧 拉 角 变 化 率 ，6 和 称 作 欧 拉 频 率 。 
为 了 在 连 体 坐 标 系 中 求解 cwp ， 需 要 在 连 体 坐 标 系 中 表示 单位 向 量 e, ，so 和 er 。 在 全 域 
坐标 系 中 的 单位 向 量 6。 = [0 0 1)]7= 天 可 以 通过 三 次 旋转 变换 到 连 体 坐标 系 。 
sinGsiny 
6, = 2R 天 =R, yR, oR, eK = singcosy (5.97) 
cosO 
eg= [1 0 0]7 = 志 是 中 间 坐标 系 0x'y' z' 中 的 单位 向 量 ， 需 要 通过 两 次 旋转 Rp 和 
RR, ,变换 到 连 体 坐标 系 。 












































cosy 
?60 = Row yi’ = RyR, ot = -siny (5.98) 
0 
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单位 向 量 6j 已 经 位 于 连 体 坐 标 系 中 ,6j =[0 0 1]"=k。 因 此 ,cwp 在 连 体 坐 标 系 中 被 表示 为 


sinOsiny cosy 0 
Bp =@ singcosy + 0 - sin + y 0 
cosO 0 1 


= (psingsiny + 0 cosy )L + (psingsiny — 0 siny )7 
+ (pecosO+ y )Ek 



































(5.99) 
因此 ,cw 在 连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 中 的 分 量 与 欧 拉 角 坐标 系 E( 0p6y) 通 过 如 下 关系 式 关联 
Cop = RCog (5. 100) 
Ox singsinyy cosy 0 9 
wy = singcosy -siny 0 0 (5. 101) 
中。 cosO 0 1 vy 
cw8 在 全域 坐标 系 中 可 以 用 欧 拉 旋转 矩阵 式 (5.78) 的 道 变换 来 表示 。 
psinOsiny + 0 cosy 
Cp = Re Cwp = "Re psinGcosy — 0 siny (5. 102) 
peosO+ y 
四 (0 coso 十 y sinbsinp )7 +(0 sing — ycospsing) J 
+(@+weos0)K (5. 103) 
因此 ，cws 在 全 域 坐 标 系 G( OXYZ) 中 的 分 量 与 欧 拉 角 坐 标 系 下 (Op&p ) 通 过 如 下 关系 式 关 联 。 
G6, _CpE 
COp = “有 PCB (5. 104 ) 
OX 0 cosp singsing 9 
wy = 0 snp -cospsing 0 (5. 105) 
wz 1 0 cosO J 


例 173 坟 ”基于 笛 卡 儿 角 速度 向 量 的 欧 拉 频率 
向 量 6wp 表 示 在 坐标 系 B 中 刚体 B 相对 于 全 域 坐标 系 G 的 角速度 ， 该 向 量 与 欧 拉 频 率 
的 关系 为 : 














B _BpE 
CB = RecwB 


singsin cosy 0 多 








Ox 
bwp= w，= singcosy -siny 0 0 (5. 106) 
w, cos0 0 1 y 
这 里 的 系数 矩阵 不 是 一 个 正 交 和 矩 了 泗 ， 因 为 
RU 天 2R 1 (5. 107) 
singsinyy sinGcosy cosO 
SRE= cosy -siny 0 (5. 108) 


0 0 1 
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siny cosy 0 
SRE! = 二 singcosy —singsinyy 0 (5. 109) 
n 


—costsinyy -cosOcosy 1 





正 是 因为 欧 拉 角 坐 标 系 (0p6y ) 不 是 正 交 坐标 系 ， 所 以 ， 与 欧 拉 频 率 及 5ows 分 量 相关 的 系 














数 和 矩阵 也 不 是 正 交 矩阵 。 
C CR 琅 
GOB 一 NEGOB 
OX 0 cosp singsing 9 
caop= wy = 0 sinp -cospsing 0 
wz 1 0 cosO 态 
因此 ， 基 于 角速度 向 量 cws 局 部 坐标 和 全 域 坐 标 分 解 的 欧 拉 频率 必须 通过 系数 矩阵 的 道 和 矩阵 
单独 求解 。 
Caop = RD Gop 
9 siny cosy 0 wx 
1 ne 
0 二 sinQcosy —singsinyy 0 wy 
y -cosgsiny -cosbcosy 1 vw, 
且 





E _GCp-1G 
GOB = "RE CB 


一 coSOSsinp cosOcosp 1 x 


1 : ee 
一 一 singcosp singsinp 0 wy 
sing 


0 
0 一 
y 


sing -cosp 0 wy 


(5. 110) 


(5.111) 





(5. 112) 


(5. 113) 


(5.114) 


(5.115) 


应 用 式 (5.112) 和 式 (5.114)， 可 以 证 明 变 换 和 矩阵 "R。 = Rs“Ra' 与 欧 拉 变换 矩阵 式 


(5.78) 相同 。 
则 角速度 向 量 可 以 表示 为 


Ox OX 
cowp =[ J ] Wy =[/ / K] Wy 
WW; WZ 

也 

=[K 6, hk] 0 

V 


5.5 通用 转换 


(5. 116) 


考虑 在 具有 共同 原点 的 两 个 普通 坐标 系 G( OXYZ) 和 B( Oxyz) 中 表示 向 量 r 的 各 分 量 。 
总 会 找到 一 个 变换 矩阵 “Re 将 了 的 分 量 从 一 个 坐标 系 B( Oxyz) 转换 到 另 一 个 坐标 系 C 





(OXYZ) 。 
Cr 全 GRESF 


而 且 ， 其 道 转换 ?7 三 6 可 以 通过 2R。 完成 。 


(5.117) 
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Br =2Recr 


(5. 118) 


坐标 系 B 和 G 为 正 交 时 ， 其 旋转 矩阵 称 作 正 交 和 矩阵 。 正 交 抢 阵 [R] 的 转 置 矩阵 RY 和 逆 和 矩 





阵 相等 。 
SR = Rs! = RE 
15R 1 =13Rel =1 
Ra “Rs 的 9 个 元 素 中 只 有 3 个 元 素 是 独立 的 。 
证 明 : 沿 B(Oxyz) 的 各 轴 分 解 G( OXYZ) 的 单位 向 量 
j= (7. DE+r(I .I+ (i kk 
j = (7 Dit) DI +) hE 
K=(K-. f+(KR- Dj + (kK. kL 
引入 转换 矩阵 “Rj 实现 从 局 部 坐标 系 向 全 域 坐标 系 的 变换 




















1 1 7 jk i 
1 = ji 7 jk f =°Ra 7 
0 0 i 
式 中 
ji fj jk 
“Re = ji jf jh 
Ki 天 .天 .5 
cos(77) cos(7 7)) cos(7 
= cos(J,i) cos(JJ) cos( 
cos(K,i) cos(K,j) cos( 开 ,让 ) 





“Rs 的 元 素 是 G( OXYZ ) 坐标 轴 在 B( Oxyz) 中 的 方向 余弦 。 这 一 组 9 个 方向 余弦 


了 坐标 系 B( Oxyz) 在 坐标 系 G(OXYZ) 中 的 方位 ， 
为 对 应 的 全 域 坐标 (X,Y,2)。 














或 者 ， 应 用 单位 向 量 分 解 方 法 求 出 矩阵 ?Ro 并 得 到 
Sr= Rer = Rg er 
i i.) i-.Kk 
"Re = 了 .7 7:J 了 .天 
下 
cos(L,f) cos(i,)) cos(i,Kk) 
= cos(1 , 门 cos(],)) cos(j,K) 
cos(k,i) cos(k,)) cos(k,K) 
上 式 表明 转换 矩阵 的 道 和 矩阵 与 转换 矩阵 的 转 置 矩 阵 相 等 ， 即 
CRj! = CR 


式 (5.128) 所 述 的 矩阵 称 作 正 交 和 矩阵 ，R 的 正 交 性 源 于 其 


能 够 实现 


(5. 119) 
(5. 120) 


(5. 121) 
(5. 122) 
(5. 123) 


(5. 124) 


(5. 125) 


完整 确定 


并 用 于 将 任何 一 点 的 局 部 坐标 (*,y,z) 变换 


(5. 126) 


(5. 127) 


(5. 128) 
由 一 个 正 交 坐标 系 


5 


如 
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变换 到 为 一 个 正 交 坐 标 系 。 
转换 矩阵 尽 只 有 3 个 独立 元 素 ， 应 用 正 交 条 件 式 (5. 128) 可 以 求 得 尺 元 素 间 的 约束 
方程 。 





CRp : °RE=1 (5. 129) 
Fi I A A ot a 1 0 0 
ml mp ra mn rr = 0 1 0 (5. 130 ) 
0 0 1 


731 732 733 73 723 733 
因此 ,“Rs 中 任意 两 不 同行 元 素 的 点 乘 均 为 0，“Ros 中 任意 一 行 元 素 与 本 行 元 素 的 点 乘 均 
为 1。 
mt+ro+ras =1 
r31 +rmo +r3 =1 
r31 +732 +733 =1 
TiiT21 +Trl2722 + T13723 =0 
riiT31 +712732 + T13733 =0 
ro1T31 + T22732 + T723733 =0 (5. 131) 
cRz 的 各 列 同样 满足 上 述 关系 ， 显 然 2Re 的 行 和 列 也 满足 这 种 关系 。 正 交 条 件 可 以 总 结 ; 
下 式 : 





3 
ra, 。 ry = rhry, 富 > rr 富 Ox (j,k = 1,2,3) (5. 132) 
i=1 


式 中 是 转换 矩阵 R 的 第 i 行 第 j 列 元 素 ，6% 是 克 罗 内 殉 函 数 。 





1 
51 (5. 133) 
0 jk 


式 (5. 132) 给 出 的 关于 9 个 方向 余弦 满足 的 6 条 独立 关系 ， 结 果 只 有 3 个 独立 的 方向 余弦 
满足 条 件 。 和 矩阵 R 的 独立 元 素 不 能 处 于 相同 的 行 、 相 同 的 列 或 任何 方向 的 对 角 线 上 。 
转换 矩阵 的 行列 式 值 等 于 1。 











I¢Rpl =1 (5. 134 ) 
这 是 由 于 受 式 (5. 129) 的 约束 ， 且 有 
15R “RBI =1°Rg| .ICRB|I =1°Rgl : 1°Rgl =1°Rgl* =1 (5. 135) 
应 用 线性 代数 和 “Rg 的 行 向 量 7 ，fy, 和 7 ， 可 知 
ICRgl =7h, * (Fp, Xr,) (5. 136) 


因为 坐标 系 服从 右手 定 则 ， 故 有 7 xrp, =rp， 所 以 | “Rg | =7h “rh =1。 

例 174 ”转换 矩阵 的 元 素 

无 论 是 在 坐标 系 G( OXYZ) 中 ， 还 是 在 坐标 系 B(Oxyz) 中 ， 点 了 的 位 置 向 量 r 都 可 以 用 
其 分 量 的 形式 表示 。 如 果 “r =100 了-50 j+150 居 ， 若 要 在 坐标 系 B( 0xyz) 中 求 r 的 分 量 ， 首 
需要 找到 适当 的 旋转 矩阵 Re。 假 设 * 轴 和 XX 轴 之 间 的 夹 角 为 40”, y 轴 和 YY 轴 之 间 的 夹 
角 为 60"， 则 
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i ey Tk cos40 0 sin40 
BRo = je7 je.) jk = j:) cos60 jk 
A 0 ki kk.) Lk-.Kk 
0.766 0 0.643 
= 7.1 0.5 了 .天 (5. 137) 
大 
调用 ?RCR = RaRT =7 
0.766 0 0.643 0.766 rm rm 1 .00 
1 0.5 ry 0 0.5 r= 0 1 0 (5. 138) 
731 732 733 0.643 ra 733 0 0 1 
这 样 就 得 到 用 于 求 另 外 元 素 的 5 个 方程 
0. 766m 1 +0. 643m3 =0 
0.766r31 +0. 643r33 =0 
六 +733 +0.25 =1 
7r21731 +0. 5732 +723733 =0 
r31 +732 +733 =1 (5. 139) 
解 方程 组 得 到 如 下 转换 矩阵 ; 
0. 766 0 0. 643 
3R, = 0.557 0.5 -0.663 (5. 140) 
-0.322 0.866 0.383 
接着 可 以 求 得 “7 的 分 量 
By = 3R cr 
0.766 0 0. 643 100 173. 05 
= 0.557 0.5 -0.663 -50 = -68.75 (5. 141) 
-0.322 0.866 0.383 150 —18.05 


l=} 
里 








例 175 应用?r 和 ?Re 求全 域 位 置 向 


点 了 的 位 置 向 量 r 可 以 在 坐标 系 G( 
如 果 37 =1007 了 -507+150 记 ,3R6 是 从 Cr 于 


By =BRCr 




















OXYZ ) 中 表示 ， 也 可 以 在 坐标 系 B(Oxyz) 中 表示 。 
37r 的 转换 矩阵 ， 即 








0. 766 0 0. 643 
= 0.557 0.5 -0.663 ‘r (5. 142) 
-0.322 0.866 0.383 
则 宁 在 6(OX7YZ) 中 的 分 量 为 
Cr = CRpSr = ?RESr 
0.766 0.557 -0.322 100 0.45 
= 0 0.5 0.866 -50 = 104.9 (5. 143) 
0.643 -0.663 0.383 150 154.9 
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例 176 用 两 个 点 表示 的 转换 矩阵 
刚体 妃 上 两 个 点 Pl 和 P, 的 全 域 位 置 向 量 为 
1. 077 -0.473 
Crp = 1.365 “rm = 2.239 (5. 144) 
2. 666 —0.959 
连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 的 原点 与 坐标 系 G(OX7Z) 的 原点 固 连 ， 点 P 和 Ps 分 别 在 x 轴 和 7 
轴 上 。 
为 了 求 “Rs ， 应 用 局 部 单位 向 量 “ 和 9 
0. 338 -0. 191 
0 (5. 145) 
| "rp | | rp,| 
! 0. 838 2 -0.387 
再 求 称 
Ch =ixi= i) 
0 -0.838 0.429 -0.191 
= 0.838 0 -0.338 0.902 
-0.429 0.338 0 -0.387 
-0. 922 
= -0.029 (5. 146 ) 
0. 387 
式 中 i 是 关于 i 的 斜 对 称 矩 阵 ， 杂 是 i xj 的 男 一 种 形式 。 
因此 ， 应 用 两 个 点 “rp 和 ?rm 坐标 表示 的 转换 矩阵 为 
CR, = [5 5 CE] 
0.338 -0.191 -0.922 
= 0.429 0.902 -0.029 (5. 147) 


0.838 -0.387 0.387 
例 177 位 置 向 量 的 长 度 不 变 











应 用 旋转 矩阵 在 不 同 的 坐标 系 中 描述 一 个 向 量 并 不 影响 向 量 的 长 度 和 方向 属性 ， 因 此 ， 








向 量 的 长 度 是 不 变化 的 。 
Irl =1cr | =|3r | 
长 度 的 恒定 性 可 以 表示 为 
Ir|? ~ Critr= [<Rs Sr] RD 
二 卫 TOCRLCRp Sr = Sr Sr 
例 178 坟 ”关于 i，j 和 和 的 斜 对 称 矩 阵 
关于 某 向 量 a 的 斜 对 称 和 矩阵 4 定义 为 





(5. 148) 


(5. 149) 


(5. 150) 


180 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





所 以 ， 
0 0 0 0 0 1 0 -1 0 
i=00 -1 j= 0 00 k=1 0 0 (5.151) 
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 


例 179 ” 欧 拉 角 旋转 矩阵 的 逆 和 矩阵 


为 了 实现 从 连 体 坐 标 系 到 全 域 坐标 系 的 变换 ， 必 须 将 进 动 - 章 动 - 自 旋 或 欧 拉 角 旋转 矩 
阵 式 (5.78) 


B = 
Re 一 R, ,RoR;,, 











cospcosy — cosOsingsiny 


cosysing + cosQcospsiny singsinyy 
= -cospsiny - cosOcosyWsinp 


— singsiny + cosOcospcos sinQcosy (5. 152) 
Sin0sinw 


-cospsin0 cosO 
求 道 后 成 为 一 个 转换 矩阵 
“Rg = RC =R; ,Ro Re 
cospcosy — cosOsinpsinW —cospsiny - cosOcosyWsinp singsing 


cosysing + cosOcospsiny 


— singsiny + cosQcospcosyy 
sinGsiny 


sinQcosyy CosO 
转换 矩阵 式 〈5. 152) 称 作 局 部 欧 拉 旋转 和 矩阵， 转换 矩阵 式 〈5. 153 ) 称 作 全 域 欧 拉 旋 


例 180 文 ”转换 矩阵 的 另 一 种 证 明 


— cospsing (5. 153) 














下 述 恒 等 式 
Ee (5. 154) 
Ek 
可 以 写作 
jij i i 
J [i (5. 155) 
Kk Kk 天 
由 于 可 以 按照 任意 顺序 完成 矩阵 相 乘 ， 可 知 
站 
1 = 7 =cRe 7 (5. 156 ) 
oe eo 大 
式 中 ， 
i 
CR, =[ 大] (5. 157) 
天 
根据 相同 的 方法 可 得 
| (5. 158) 
天 
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5.6 局 部 旋转 和 全 域 旋转 


全 域 旋转 矩阵 “Rs 是 局 部 旋转 矩阵 “Re 的 道 和 矩阵， 反之 亦 然 。 
CR, = 2R51 2R = 5R51 (5. 159) 
自 左 乘 全 域 旋转 矩阵 与 自 右 乘 局 部 旋转 矩阵 结果 相等 。 
证 明 : 令 [@] 表示 绕 全 域 坐标 系 坐 标 轴 的 旋转 矩阵 ，L4」 表示 绕 局 部 坐标 系 坐 标 轴 
的 旋转 矩阵 。 设 经 过 一 系列 全 域 旋转 并 获得 由 位 置 向 量 少 转换 到 位 置 向 量 %r 的 全 域 旋转 矩 
阵 为 "05 : 














和 = On 和 (5. 160) 
同时 应 用 局 部 旋转 矩阵 46 也 可 以 将 全 域 位 置 向 量 "r 转换 为 57: 
r=?Ac'r (5.161) 
联 立 式 (5.160) 和 式 (5. 161) 得 到 
Cr=°0Qp Ac’r (5. 162) 
Sr = ?A6°Qg’r (5. 163) 
所 以 ， 
“QAc=°Ac°Qg =7 (5. 164) 
因此 ， 全 域 旋转 矩阵 和 局 部 旋转 矩阵 互 为 逆 和 矩阵: 
“Qg="AG) (5. 165) 
“05 =24c (5. 166) 
假设 
“0p =0…0020， (5. 167 ) 
?4c =443424i (5. 168 ) 
则 
多 
(5. 169) 
24 = 07 =0Q7107103 1.07! (5. 170) 
式 (5.164) 变 为 
0.00444 =4,……A4,410,.…0,01 =I (5.171) 
因此 ， 
OO03020 =AT 4 Ay A (5. 172) 
4434241 0 Q7 "03 0 (5. 173) 
或 者 
0 0 0Q3 07 00,030,01 =7 (5.174) 
AT AT 1 AT-A- A, -AsA A =7 (5.175) 


因此 ， 绕 全 域 坐标 系 坐标 轴 按 某 顺 序 旋转 的 作用 等 效 于 绕 局 部 坐标 系 坐标 轴 按 相反 顺序 


“Qp=A7 Az As AT! (5. 176) 
=0Q7 07 07 07 (5.177) 


182 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 








所 以 ， 全 域 旋转 矩阵 “Rs 是 局 部 旋转 矩阵 “Re 的 道 和 矩阵 ， 反 之 亦 然 。 
CR =2R5I Re = RD (5. 178 ) 





例 181 右 乘 旋转 矩阵 
假设 经 过 旋转 后 点 了 的 局 部 坐标 位 置 在 ?r= [1 2 3] "如果 从 mr 转换 为 %7 的 局 部 旋 
转 和 矩阵 为 








cosp sinpg 0 cos30 sin30 0 
B Es 日 ey 
Rs= -sinp cosp 0 = -sin30 cos30 0 (5. 179) 
0 0 1 0 0 1 




















则 可 以 通过 ?R, ,与 局 部 位 置 向 量 2r7 右 乘 求 得 全 域 位 置 向 量 
cos30 We 0 














Cr =r IR =I1 2 3] -sin30 cos30 0 (5. 180) 
0 0 1 
=[ -0.13 2.23 3] 
取代 用 ?1 左 乘 ?7: 
Gy =3R-Sr 
cos30 -sin30 0 1 —0.13 
= sin30 cos30 0 2 = 2.23 (350181) 
0 0 1 3 3 
5.7 轴 - 角 旋转 





一 个 刚体 经 过 有 限 次 旋转 后 的 最 终 位 姿 等 效 于 绕 某 一 个 轴 仅 旋转 一 次 ， 角 度 和 轴 的 确定 
称 作 刚体 的 位 姿 运 动 学 。 假 设 连 体 坐 标 系 B( 0xyz) 绕 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 中 的 某 一 条 直线 
旋转 了 角度 。 该 轴线 用 包含 方向 余弦 由 ， 和 ws 的 单位 向 量 w 表示 ， 
i=u fru j++uk (5. 182) 
u? +u3 +u3 =1 (5. 183) 
用 两 个 参数 定义 通过 0 的 旋转 轴 ， 并 用 一 个 参数 定义 绕 该 轴 旋 转 量 的 大 小 ， 称 作 旋 转 
的 轴 - 角 表 示 方 法 ， 即 一 次 轴 - 角 旋转 需要 由 三 个 独立 参数 定义 。 
由 连 体 坐标 系 B( 0xyz) 坐标 到 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 相关 坐标 转换 的 轴 - 角 转 换 和 矩阵 “Ra 
满足 



































Cr = CRSr (5. 184) 
且 
SRE = 有 =Tcosgb + Lu versg + using (5. 185) 
uivers 由 + cosg ul Usversb — 3Sin ul ua3versg + using 
<“R = uiusversg +ussing uZversg + cos 中 us Uaversg — ul sing (5. 186) 
uiuaversg$ —ussing us uaversg + uising u3versb + cos 中 

其 中 

vers 中 =versine =1 -cos 由 =2sin Ca (5. 187) 


多 
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u 是 与 向 量 v 相关 联 的 和 斜 对 称 和 矩阵 ， 
0 —U3 12 
u 二 U3 0 一 &1 (5. 188) 
一 12 LI 0 
和 矩阵 也 满足 如 下 条 件 的 时 候 是 斜 对 称 和 矩阵 : 
iT= -i (5. 189) 
对 任意 转换 矩阵 “Re ， 可 以 通过 确定 轴 迟 和 角度 获得 相同 的 矩阵 ， 即 
L = 二 (Re RD) (5. 190 ) 
-二 [tr CR,) -1] (5. 191) 





式 (5.186) 称 作 角 - 轴 旋 转 矩 阵 或 轴 - 角 旋 转 和 矩阵， 该 矩阵 是 位 于 全 域 坐标 系 G 中 的 连 体 
坐标 系 刀 旋转 的 最 一 般 的 转换 矩阵 。 如 果 旋 转轴 式 〈5. 182) 与 全 域 坐标 轴 2Z，7 或 工 重 合 ， 


则 式 (5. 186) 简化 为 主 局 部 旋转 矩阵 。 
证 明 : 绕 轴 立 旋转 角度 由 等 效 于 绕 连 体 坐 标 

系 坐标 轴 的 一 组 旋转 ， 即 局 部 坐标 系 首先 通过 

旋转 使 其 一 个 坐标 轴 ， 假 设 为 z 轴 ， 与 旋转 轴 并 

重合 ， 接 着 ， 绕 局 部 坐标 轴 旋 转角 度 ， 再 做 与 

第 一 组 旋转 相反 的 旋转 。 
图 5.6 所 示 为 局 部 坐标 系 z 轴 与 旋转 轴 立 重合 

时 的 旋转 轴 立 =wi 》+w 7】+ us， 全 域 坐 标 系 G 

( OXYZ) 和 旋转 连 体 坐标 系 B( Owz) 。 假 设 初始 状 

态 下 连 体 坐 标 系 和 全 域 坐标 系 重合 ， 则 使 连 体 坐 ” 

标 系 B( Oxyz) 绕 自己 的 z 轴 旋转 角度 p， 绕 y 轴 旋 

转角 度 9 之 后 ， 局 部 坐标 系 的 z 轴 将 与 旋转 轴 立 重 





























合 。 这 时 使 其 绕 旋转 轴 旋转 角度 54， 接着 再 连 
续 反 向 旋转 角度 p 和 角度 96。 根据 式 (5. 169 ) ， 








5.6 ”旋转 轴 久 与 局 部 坐标 z 轴 








重合 的 轴 





旋转 














连 体 坐 标 系 中 一 点 绕 4 旋转 角度 4$ 后 ， 将 连 体 坐 标 系 坐标 转换 成 全 域 坐标 系 坐标 的 旋转 矩 








阵 为 
CR =2R5 =?RE=R;, 
T 
一 LR, -9 A, -0 人 R, 0 R | 
[Rog Brg ag Ry, 0 Berg] 
(5. 192) 
把 公式 
. Uy u 
sing = cosg = 
uT +u3 Vu? +u 
sing = Vu? +u? cos0 =us 
singsinp =u, singcosop = zi (5. 193 ) 
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代入 “Rs 将 获得 轴 - 角 旋 转 和 矩阵 
“Rg =R;, 





uf vers 中 + cos 由 ul 2Vvers 由 — us3sing ulusaversg + 2Sin 中 


= Uiusversg + ussing uzversg +cosg us Ua3versg 一 uising 


uiuaversb — using uu3versg + using u3versg + cos 中 


式 (5. 194) 可 以 分 解 为 


1 0 0 Ul 
R. ,=cosg 0 1 0 +(1l-cosg$) wu, [ur wu us] 
0 0 1 1 
0 -13 Uy 
+sinb us 0 —ul 
-uy ul 0 





上 式 简 写 为 式 (5. 185 ) ， 以 元 素 形式 表示 旋转 矩阵 “Re =R, ,= [ry]， 则 有 


rj =6;cosgb + uiu(l -cosb) -einursing 


(5. 194) 


(5. 195) 


(5. 196) 


轴 - 角 旋 转 方程 式 〈5. 185) 又 称 作 Rodriguez 旋转 公式 。Rodriguez 旋转 公式 可 以 表示 


成 如 下 任何 一 种 等 效 形式 : 


Ri; = 了 + lsing +272sin2 多 





及 =JT +2usin 人 Tcos 人 + usin 人 


R; = 了 + Usin + uversg 
R; ,= [T—-uu!' ]cosb + using + uu 
R; ,=LI1+ Lu ] +using — icosg 
角 - 轴 旋 转 和 矩阵 的 逆 矩 阵 为 


3R, = RD = R; -由 =7cos 中 + LUTIvers 中 一 using 


(5. 197) 


(5. 198) 


(5. 199) 
(5. 200) 
(5. 201) 


(5. 202) 


这 说 明 , B 在 6G 中 时 B 绕 4 旋转 角度 $9 后 的 位 姿 , 等 同 于 6 在 B 中 时 8B 绕 4 旋转 角度 -4 


后 的 位 姿 ， 则 旋转 R; _g 也 称 作 逆 旋 转 。 
通过 如 下 直接 代入 方法 验证 式 (5.190) 和 式 (5. 191)。 


0 -2ussing 2sing 
CR CRE = 2ussing, 0 -2u sing 
-2usinh 2uising 0 
0 -us w 
=2sinb ws 0 -uu =2ising 
-uy ul 0 





(5. 203) 
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tr( Rp) = 站 二 72 十 733 

=3cos 中 +u?(l — cosg) +12(1 — cosg) +u3(l — cosg) 

=3cosgb tuf +u3 +u3 — (u? +u3 +us)cosg 

=2cos 由 +1 (5. 204) 
旋转 轴 又 称 作 欧 拉 轴 ， 或 特征 轴 。 
例 182 丸 =K 时 的 轴 -- 角 旋转 
如 果 局 部 坐标 系 B( Oxyz) 绕 Z 轴 旋 转 ， 则 

n=k (5. 205) 





转换 矩阵 式 〈5. 186) 简化 为 
Overs$ + cos 由 0vers -1sin Overs 中 +0Osin 中 
“R = Overs 和 +1lsin 0vers +cos 由 0vers -0sing 
Overs$ -0sin 0vers +Osing lversg + cos 中 
cos 由 -sin 0 
= sn cosb 0 (5. 206) 
0 0 1 
该 矩阵 与 绕 全 域 坐标 系 Z 轴 旋 转 的 旋转 矩阵 相等 。 
例 183 太 ” 绕 已 旋转 过 的 局 部 坐标 轴 的 旋转 
如 果 连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 绕 Z 轴 旋 转角 度 ， 则 * 轴 将 会 与 如 下 向 量 重合 
cosp -sinpg 0 1 cosgp 




















WU = CRz st = Sinp cosp 0 0 = sing (5. 207) 
0 0 1 0 0 
绕 = (cosp )7+(sinp )J/ 旋 转角 度 0 可 以 通过 Rodriguez 旋转 公式 (5. 186) 定义 
cos“opversg + cos0 cospsinpversb sinpSIinO 
CR; 6 = cospsinpversO sin2pversb + cosg —cospsing (5. 208 ) 
— sinpsin0O cospsinO cosO 


此 时 ， 绕 全 域 坐标 系 的 2 轴 旋 转角 度 p， 再 绕 局 部 坐标 系 的 * 轴 旋 转角 度 9 的 转换 矩阵 为 


C Gp i 
Rs Dy- Ri Rz, 





cosp “一 cosgsinp sinGsing 
= Sinp cosOcosp — cospsinO (5. 209) 
0 sing cosO 


该 矩阵 应 该 等 于 [ReoR:.e] ”= Re.eRe.o 
例 184 文 ”旋转 矩阵 的 旋转 轴 和 旋转 角度 
某 连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 经 过 三 次 相对 于 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 的 欧 拉 旋转 (p,9, 水 ) = 
(30,45,60)， 自 BP 向 G 转换 的 旋转 矩阵 为 
CRp = ?Re = [R.R。oR- =R; RULoR2y 
0. 12083 -0.92678 0.35355 
= 0.78033 -0.12683 -0.61237 (5.210) 
0.61237 0.35355 0.70711 
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该 旋转 和 矩阵 唯一 的 旋转 角 - 轴 可 以 通过 式 (5. 190) 和 式 (5. 191) 求 得 。 
中 = arccos 本 (treRg) -1) | =arccos( -0.146 45) =98° 








~ 1 





* ee “Rs “Rs) 
0.0 —0.86285 -0.13082 
= 0.86285 0.0 —0.48822 
0. 13082 -0.48822 0. 0 
0. 48822 
u= -0.13082 
0. 86285 




















作为 详细 检查 ， 可 以 通过 检验 角 - 轴 旋 转 公式 并 导出 相同 的 旋转 矩阵 。 
CR = 有 Ab =Tcosg + uu versg + sing 
0.12682 -0.92677 0.35354 
= 0.78032 -0.12683 -0.61237 
0.61236 0.35355 0. 70709 


5.8 刚体 运动 


(5.211 ) 


(5.212 ) 


(5. 213) 


(5.214) 


设 某 固定 有 局 部 坐标 系 B( Oxyz) 的 刚体 在 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 中 运动 ， 该 刚体 可 以 在 























d 表示 运动 原 


(5.215) 


G 中 旋转 ， 刚 体 B 上 的 点 o 可 以 相对 6 的 原点 0 移动， 如 图 5.7 所 示 。 向 
点 0 相对 固定 原点 0 的 位 置 ， 刚体 上 某 点 P 了 在 局 部 坐标 系 和 全 域 坐标 系 中 的 坐标 通过 下 式 
关联 起 来 。 
Cr, = CR Bocd 
图 5.7 连 体 坐标 系 的 旋转 和 移动 
式 中 


(5. 216) 


5 


如 
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1 





向 量 “d 称 作 B 相对 于 6 的 距离 或 位 移 ,“Rs 是 “d = 0 时 由 ?r 向 %r 转换 的 旋转 矩阵 。 式 
(5.215) 所 表示 的 既 有 旋转 又 有 平移 的 运动 称 作 刚 体 运动 ， 刚 体 运 动 中 ， 刚 体 的 姿态 可 以 
通过 8B 的 原点 o 位 置 和 B 的 方向 来 表示 。 
将 刚体 运动 分 解 为 旋转 运动 和 平移 运动 是 表示 刚体 空间 位 移 的 一 种 实用 方法 ， 这 种 方法 
中 用 疝 量 表示 平移 ， 用 正 交 笛 卡 儿 转 换 矩 阵 表 示 旋 转 。 
证 明 : 设 某 连 体 坐 标 系 B 初始 时 与 固定 的 全 域 坐 标 系 6G 重合 ， 图 5.7 所 示 为 B 在 6G 中 
的 平移 和 旋转 。 这 种 一 般 旋 转 可 以 用 Rodriguez 旋转 公式 (5. 185) 表示 。 
eR»p =R; , =Jcosgb + uu versg + using (5.217) 
对 平移 “d 而 言 ， 刚 体 上 的 所 有 点 均 具有 相同 的 位 移 量 。 因 此 ， 刚 体 的 平移 不 受 局 部 位 置 向 
量 宁 的 影响 。 基 于 此 ， 就 可 以 用 旋转 和 平移 表示 刚体 的 一 般 位 移 : 
Cr= (Tcosgb + uu versg + using) r+°d= RSr + cd (5.218) 
式 (5.218) 表明 ， 刚 体 的 一 般 位 移 由 相对 一 轴 的 旋转 和 沿 一 轴 的 平移 构成 。 参 考点 o 
可 以 随意 选择 ,但 是 ， 当 这 个 点 选 定 并 建立 了 连 体 坐标 系 之 后 ， 刚 体 的 旋转 运动 和 平移 运动 
也 就 随 之 确定 了 。 
基于 旋转 和 平移 ， 刚 体 的 位 姿 可 以 通过 6 个 独立 参数 唯一 确定 : 3 个 平移 分 量 X,，Y,， 
2Z。 和 3 个 旋转 分 量 。 如 果 一 个 刚体 运动 时 其 旋转 分 量 保 持 不 变 ， 则 该 运动 称 为 纯 平移 运动 ; 
如 果 刚 体 运动 时 ,，Y,，Z, 保持 不 变 ， 则 该 运动 称 为 纯 旋转 运动 。 因 此 ， 一 个 刚体 具有 3 
个 平移 运动 自由 度 和 3 个 旋转 运动 自由 度 。 
例 185 连 体 坐 标 系 的 旋转 和 平移 
某 与 全 域 坐标 系 G( OXYZ ) 重合 的 连 体 坐 标 系 B( Oxyz) 绕 XX 轴 旋转 60"， 并 平移 至 
[3 4 5]", 位 于 r= [x y z]" 的 点 的 全 域 坐标 系 位 置 是 


Cr 三 RE + ca 














































































































1 0 0 
区 3 
0 ceos 工 -sin 工 
= 3 3 y +4 
0 sin 本 cos 本 3 
= (x+3)i+ ly -4)t (Be +By +s)k (5.219) 





例 186 刚体 运动 的 合成 
假设 某 刚 体 B 相对 于 刚体 B, 运动 ， 继 而 刚体 B, 又 相对 于 坐标 系 G 运动 ， 即 
r=°Rir+di (5. 220) 
Cr = Rr + qd, (5. 221) 
这 两 个 运动 可 以 通过 合成 确定 从 向“ 的 刚体 运动 : 
Cr =“R(2RI7+2d) + qd; 
=°R, Ri'r+ "Rd +"d, 
= “Ri'r+°d (5. 222) 
因此 ， 
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CR = °R,2RI (5. 223 ) 
cd = “Rd + °d; (5. 224) 
表明 由 坐标 系 Bi 向 坐标 系 6 的 转换 可 以 通过 旋转 运动 “RI 和 平移 运动 “di 实现 。 
例 187 平移 刚体 的 旋转 运动 
某 刚体 B 上 的 点 P 的 初始 位 置 向 量 为 r+,。， 即 





1 
Hr (5. 225) 
3 
如 果 该 刚体 绕 x 轴 旋 转 45"， 接 着 移动 cd = [3 2 1]"， 则 点 P 的 最 终 位 置 是 
Cr =2R7 rp+cd (5. 226 ) 
1 0 0 
0 cos 工 sin 工 
= 4 4 2 +2 = 1.29 
0 -sin 工 cos 工 Ee 
4 4 


5.9 角速度 


设 一 个 刚体 8( 0xyz) 在 参考 坐标 系 G( OXYZ) 中 绕 固定 点 0 旋转 ， 刚 体 的 运动 可 以 通过 
全 域 坐 标 系 和 连 体 坐 标 系 之 间 的 随时 间 变 化 的 旋转 转换 矩阵 表示 ， 并 将 连 体 坐 标 系 B 中 任 
意 点 的 瞬时 坐标 转换 为 全 域 坐标 系 G 中 的 坐标 。 











Cr(t) =°Rg(t) Sr (5. 227) 
刚体 上 某 点 在 全 域 坐标 系 中 的 速度 为 
G70) = (0) = Rp) r= Op T(t) = cp xcr(D (5. 228) 
式 中 cop 是 B 相对 于 C 的 角速度 向 量 。 等 同 于 以 角 速 率 4 绕 一 个 瞬时 旋转 轴 的 旋转 。 
WI1 
二 (5. 229) 
3 
该 角速度 向 量 与 一 个 称 作 角速度 矩阵 的 斜 对 称 和 矩阵 op 有 关 。 
0 -WwW3 0w， 
CWB = 3 0 — 1 (5. 230) 
—@) I 0 
cop = Rg RD = (5S.231) 


证 明 : 设 某 刚体 上 有 一 个 固定 点 0 并 附着 有 坐标 系 B( Oxyz) ， 连 体 坐 标 系 B 初始 时 与 
全 域 坐标 系 G 重合 ， 则 刚体 上 一 点 了 的 位 置 向 量 为 
Cr(t0) = 好 (5. 232) 


C7 的 全 域 坐标 时 间 导 数 为 





G G 
人 dc _vd G Bb 
2 三 二 和 r(i) = 本 | Rp(i) r] 
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C1_. 总 
= Ret) r(i)] = Re(D 2 (5. 233 ) 
消去 式 (5.227) 和 式 (5.233) 中 的 入 后 可 以 确定 全 域 坐标 系 中 该 点 的 速度 。 
Gy = R(t) REE) Cr(t) (5. 234) 
用 w 表示 2r(b 的 系数 
cOp = Rp’ RD (5. 235) 
将 式 (5.234) 写作 
Cy = 6p rt) (5. 236) 
或 写作 
Cy = cp Xr(1) (5. 237) 
由 正 交 性 条 件 “Rs“R$ = 了 的 时 间 导 数 引入 一 个 重要 的 恒等式 
CR,CRL +°R,°RL=0 (5. 238) 
该 恒等式 可 以 用 于 说 明 6 op = [《Rs*R3] 是 一 个 斜 对 称 和 矩阵 ， 因 为 
CRpcR =[ Rg RE (5. 239) 


向 量 bwy 称 作 在 全 域 坐标 系 G 中 刚体 B 相 对 于 G 的 瞬时 角速度 。 


因为 向 量 方程 可 以 在 任意 坐标 系 中 使 用 ， 所以， 可 以 用 下 面 两 种 方式 中 的 任意 一 种 在 连 


体 坐 标 系 或 全 域 坐 系 中 表示 刚体 上 一 点 的 速度 。 


了 


人 C 
CVP 二 CCOOB X Tp 


B, _B B 
CVOP 三 COB X Tp 











(5. 240) 
(5.241 ) 


式 中 bvp 是 点 P 在 全 域 坐标 系 中 表示 的 全 域 速度 ; bop 是 点 尸 在 连 体 坐 标 系 中 表示 的 全 域 


速度 。 
Cop 所 RapE vp = CR (bop x Srp) 
bvp 和 8vp 可 以 通过 一 个 旋转 矩阵 相互 转换 ， 即 
vp = CREEvp = CRBcwperp 
es 
表明 


B~ _CPpTCGF 
COB = Rp’ Rg 


(5. 242) 


(5. 243) 


(5. 244) 


称 作 在 连 体 坐标 系 B 中 刚体 B 相对 于 全 域 坐标 系 G 的 瞬时 角速度 。 从 co 和 cwp 的 定义 可 





知 ， 可 以 通过 如 下 方法 实现 两 个 角速度 矩阵 的 变换 。 
COB = Ratowp RE 
COB 一 RBCwsp Rg 
eRg 二 co Rg 
eR; 到 “R5Eowp 


~ Cp _CpB~ 
COB Rg= "RgcoBp 


(5. 245) 
(5. 246) 


(5. 247) 
(5. 248) 
(5. 249) 
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如 末 在 相同 坐标 系 中 表示 ， 则 8 在 6 中 的 角速度 是 6 在 B 中 角速度 的 负数 ， 即 














£08 = -8oc (5. 250) 
op = -B00 (5.251) 

cowp 也 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
COB = OU (5. 252) 








式 中 ,uw 是 平行 于 cwz 的 单位 向 量 ， 该 单位 向 量 表示 瞬时 旋转 轴 。 
例 188 刚体 上 一 点 绕 全 域 坐标 轴 的 旋转 


某 刚体 以 角速度 a = 10*/s 绕 Z 轴 旋 转 ， 当 刚体 旋转 w = 30。 时 ， 刚 体 上 某 点 P(5 ,30， 
10 ) 的 全 域 速 度 为 


“op = CRg(t) rp 





cosaw -sinag 0 5 
= 一 sing cosa 0 30 
dt 
0 0 1 10 
—sina -cosa 0 5 
=Q cosa -sing 0 30 (5. 253) 
0 0 0 10 
ne 
_10m 可 
~ 180 cos -sn— 0 30; 守 B80 
0 0 10 0 
0 0 0 
此 时 ,点 P 位 于 
Gy, = CR,Sr, 
We -10.67 
ET TT 30 = 28.48 (5.254) 
sn 一 cos 一 0 
0 0 10 10 
0 0 1 


例 189 全 域 坐标 点 绕 全 域 坐标 轴 的 旋转 
刚体 上 某 一 点 P 了 位 于 ”rp = [5 30 10]"， 此 点 绕 Z 轴 旋转 a =30° 后 ， 点 了 的 全 域 坐 
标 为 


CG, _CpB 
rp = "Rp rp 


亚 . 0 
“6 5 -10. 67 
E 三 30 = 28.48 (5. 255 ) 
sin 一 cos— 0 
6 6 10 10 
0 0 1 


若 该 刚体 以 角速度 a =10°/s 旋转 ， 则 点 了 的 全 域 坐标 系 速度 为 
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cop = RCRTCcrp (5.256) 
-sin 工 -cos 工 0 cos 工 -sin 工 
6 6 6 6 一 10. 67 
“180 cos 工 -sin 工 0 sin 工 cos 工 2 
0 0 0 0 10 
0 0 0 0 0 
一 4. 97 
= -1.86 
0 
例 190 六 ”主角 速度 
绕 基 轴 , 了 轴 和 了 2 轴 的 主 旋 转 矩阵 分 别 为 
1 0 0 cosB 0 sinB cosa -sing 0 
Rxy= 0 cosy -siny Ryg= 0 1 0 Ry sina cosa 0 
0 siny cosy —sinB 0 cosB 0 0 1 
(5. 257) 
它们 各 自 对 时 间 求 导数 后 分 别 为 
0 0 0 ~” -sing 0 cosB —sing -cosa 0 
Rx, =7Y 0 -siny -cosy Ryg=B 0 0 0 Rss=a cosa -Sina 0 
0 cosy — siny -cosg 0 -sinB 0 0 0 
(5.258) 
因此 ， 它 们 绕 X 轴 , 了 Y 轴 和 Z 轴 的 主角 速度 矩阵 分 别 为 
0 0 0 
cox=Rry RI,=y0 0 -1 (5. 259) 
0 1 0 
0 01 
coy=RreRJoe=B 0 0 0 (5. 260) 
-1 0 0 
0 -1 0 
coz=Rz sRIs=al 0 0 (5.261) 
0 0 0 
等 效 于 
cox =77 coy =BJ cwz =aK (5. 262) 
因此 ， 它 们 的 主角 速度 向 量 为 
COX =wxi=yi (5. 263) 
cwy =wy) =BJ (5. 264) 
coz =wzk=ak (5. 265) 
应 用 以 上 方法 可 以 求 得 如 下 绕 局 部 坐标 轴 的 主角 速度 矩阵 : 
0 0 0 
bo,=RTVRy = 0 0 -1 = 好 (5. 266) 


Vln “BD 
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0 0 1 
0 0 O00 

-1 0 0 

0 -1 0 
hoz=R' ,R=91 0 0=% 

i 0 


例 191 主角 速度 向 量 的 分 解 
每 一 个 角速度 向 量 都 可 以 分 解 为 三 个 主角 速度 向 量 。 


coOp = (cp 11+(cwop JJ+(Ccop， K)K 











= 人 Or 二 COy 二 CO7 
例 192 角速度 的 合并 
首先 考虑 以 下 旋转 的 合并 
oR, =0RIIR， 
对 时 间 求 导 后 得 到 
oR, = "RiIR2 + Ri!R, 
此 时 ， 再 将 旋转 矩阵 的 导数 表示 为 
oR, =00%2" 人 oR, =00%1 RI !R, =10%2 Ra 





进而 得 到 
002" R, =00@1 Ri R, + "Ri1w2 RR 
=0010R2 +° R162 RI RI R, 
=0wl OR, + Yaw2 °R, 
式 中 
Ra RI =1ow， 
因此 有 


a 
002 =001 十 102 


表明 角速度 可 以 分 别 相 加 : 





a 0 
002 =001 + 10> 


以 上 结论 同样 适用 于 任意 数量 角速度 的 合并 





n 


0 
a 0 0 i 0 党 
0Wn =001 十 1002 十 2003 十 十 mn-1COn = > 


f=1 
例 193 廊 ”以 欧 拉 频率 形式 表示 的 角速度 
角速度 向 量 可 以 用 欧 拉 频率 表示 ， 即 
bwp =osi+oy toh= 9e, +0ei tey 
sinOsiny cosy 0 
=@ singcosy +0 - siny +w 0 
cos0 0 1 





(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(3: 


(5. 


(: 


267 ) 


268 ) 


269 ) 


270) 


271) 


272) 


273) 


274) 


275) 


276) 


277) 
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singsinyy cosy 0 @ 
= singcosyy -sin 0 0 (5. 278) 
cos0 0 1 J 
同时 


psinOsiny + 0 cosy 


Cop = "Re Cwp = RE ODSsingcosy — Osiny 
peosO+ y 
0 cosp singsing 9 
= 0 sinp -cospsing 6 (5. 279 ) 
1 0 cosO 


y 
其 中 欧 拉 转换 矩阵 的 逆 矩 阵 为 
cospcosy — cosOsinpsinyW —cospsiny - cosOcosyWsinp SimOsinp 
SRE!= cosysinpg + cosgcospsinW -sinpsiny + cosgcospcosW -cospsing (5.280) 
sinOsiny sin0cos 炒 cosO 
例 194 太 ”以 旋转 频率 形式 表示 的 角速度 
设 有 欧 拉 角 转换 矩阵 : 























SRo=R, ,RoR,, (5.281) 
则 角速度 矩阵 等 于 
B06 ER 
dR, dR, g . dR, 
= | 9R, who i 2 +0R,, dt Rs, +y dt ,0° z,p 
x (R, jyR, oOR- 
dR ， dR 
= oR, ' RY RY RT, +0R,, a oRT, RT, 
Zz ” 
je 于 = Re (5. 282) 
其 矩阵 形式 为 
0 cosO 一 Sin0cos 炒 
pOc =OP 一 cosg 0 sinGsinyy 
sinGcosy  — singsiny 0 
0 0 siny 0 
+0 0 0 cos + -1 0 0 (5. 283) 
-sin -cosy 0 0 0 0 
或 
0 y + peosO 0 siny — psinOcosy 
B06 = 一 y — peosO 0 0 cosy + psingsinyy (5. 284) 


-0 siny + psinGcosy — 0 cosy — psinOsinyy 0 
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相应 的 角速度 向 量 为 
0 cosy + psinOsinyy 
Boc = 一 -0 siny + psinGcosy 
y + pCOsO 
singsinyy cosy 0 9 
=— singcosy -siny 0 0 (5. 285) 
cosO 0 1 
因为 
Boe = -CB (5. 286) 
BC = — CB (5. 287) 
所 以 有 
singsin cosy 0 9 
Bwp= singcosy -siny 0 0 (5. 288) 
cosO 0 1 


例 195 太 ”角速度 的 坐标 转换 
坐标 系 B, 相对 于 坐标 系 有 的 角速度 1w, 在 坐标 系 有 中 表示 后 ， 可 以 根据 下 面 公 式 在 
基础 坐标 系 Bo 中 表示 
OR @2" RY = ao， (5. 289) 
为 说 明 等 式 成 立 ， 在 等 式 两 边 分 别 乘 以 任意 向 量 "r。 等 式 左边 将 变 为 
Riiw2 RI = "Rio Ror= Rio2 rT 
=°R (0; xI7r) =0Riic Xx "RI'r 
= xr (5. 290) 








与 等 式 右边 乘 以 向 量 "7 后 相等 ， 即 
Po r=? ay xor (5. 291) 
例 196 文 ”单位 向 量 的 时 间 导 数 
应 用 式 (5.241) 可 以 定义 连 体 坐 标 系 有 (让 j,k) 在 全 域 坐标 系 G (ij，j, K) 中 旋 
转 时 单位 向 量 对 时 间 的 导数 。 


“di B 人 y B “dk B 7 
CO 本 XxX] -了 =COp Xk (5. 292 ) 





5.10 文 ”时间 导 数 与 坐标 系 


向 量 的 时 间 导 数 与 求 导 数 时 所 参照 的 坐标 系 有 关 ， 向 量 了 在 全 域 坐标 系 中 的 时 间 导 数 称 
作 G -导数 ， 记 作 








人 
dt 
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向 量 r 在 连 体 坐标 系 中 的 时 间 导 数 称 作 B - 导数 ， 记 作 
“qd, 
dr 
导数 符号 的 左上 标 表示 求 导数 所 参照 的 坐标 系 ， 因 此 ， 可 以 假设 其 单位 向 量 为 常数 。 
因为 单位 向 量 为 常数 ， 标 量 系数 是 唯一 的 时 间 变 量 ， 所 以 如 果 向 量 表示 与 求 导 在 同一 坐 
标 系 中 ， 则 时 间 导 数 称 作 简 单 导数 。B 中 的 简单 导数 ?r, 和 G 中 的 简单 导数 “rp 为 














ee (5. 293 ) 
der,=° p= vp =XI+Y)+ZKk (5. 294) 
也 可 以 求 ?rp 的 C- 导 数 和 ?rp 的 BB- 导数 ， 定 义 体 向 量 *rp 的 6G- 导数 为 
鸣 , 二 也 By, (5. 295) 
同 理 ， 全 域 向 量 %rp 的 B8- 导 数 为 
Gvp -cr (5. 296 ) 
当 坐 标 系 B 在 坐标 系 6 中 旋转 ， 且 点 了 在 坐标 系 B 中 运动 时 ,*r。(t) 的 G6- 导数 定义 为 
J ee (5. 297) 
?rp 的 下- 导数 定义 为 
ro) =F -own x Crp = (5. 298) 


证 明 : 令 包 括 单位 向 量 /，j 和 K 的 GC( OXYZ) 作 为 全 域 坐标 系 ， 令 包括 单位 向 量 i，j 和 % 的 
B( Oxyz) 作 为 连 体 坐标 系 ,运动 点 P 的 位 置 向 量 可 以 分 别 在 连 体 坐 标 系 和 全 域 坐标 系 中 表示 
Brp(t) =x(t)L +y(t)7 +z(t)k (5. 299) 
Grp(1) =X + YI +Z(K (5. 300) 
因为 假设 式 (5.299) 中 8B 的 单位 向 量 和 式 (5. 300) 中 6 的 单位 向 量 为 常数 ， 所 以 ,rp 在 
B 中 和 “rp 在 G 中 的 时 间 导 数 分 别 为 














or i (5. 301) 
Gr, = 07, = C0, = XI+Y)+Zk (5. 302) 
对 在 连 体 坐标 系 中 表示 的 固定 在 体 上 点 了 的 全 域 速度 应 用 式 (5.241) 得 到 
bop = bog x rp = a 57, (5. 303) 
结合 式 (5. 295 ) ， 可 以 求 出 位 置 向 量 ?rp 的 C- 导数 
cg 


cd 多 Fi 
i (xi + +2zk) 
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Sd 和 
Do i 





=27rp+XEaop Xi+yl op XJ 二 zcop Xk 


=27p+8opx (xi+y +ak) 
Bb 
di 


EE B B ws Bb Bb B 
= Tp+cWpX Tp= 7P 十 COOP X rp 





(5. 304 ) 


之 所 以 得 到 这 个 结果 ， 是 因为 “rp 在 x*,y 和 z 方向 上 的 分 量 是 标量 ,标量 不 随 坐标 系 的 转换 








而 变化 。 因 此 ， 如 果 % 是 标量 ， 则 





Cd Bd . 
a 
同 理 ， 可 以 求 出 %rp 的 B- 导数 
do,, -地 (Xi+Y)+ZK) 
dt dt 


: 二 BE 
=Xi+rY)j+ZK+X dy- d 172- 
dt dt dt 





= + Be x ‘rp 
因此 ， 


de _c. _ > 5 
有 


B 相对 于 6 的 角速度 是 一 个 向 量 ， 可 以 在 任意 一 个 坐标 系 中 表示 。 


Gop =wxi+oy) +owk 








Bop = wt + + wk 
例 197 太 B 中 一 个 运动 点 的 时 间 导 数 


假设 在 坐标 系 GC 中 有 一 个 以 角速度 a 绕 Z 轴 旋 转 的 局 部 坐标 系 了 ， 和 一 个 以 速 
运动 的 点 ， 故 有 
rp = "Rg rp= Rzw (t) rp 
cosa -sing 0 + 
= sing cosa 0 0 
0 0 1 0 


=tcosal + isinay/ 


角速度 矩阵 为 
coOp = Rg RS = a 开 
CCOB 二 oak 
也 可 以 证 明 


B= 
CWB = CREEop' Rp = ak 


所 以 ， 


(5.305) 


(5. 306) 


(5. 307) 


(5. 308) 
(5. 309) 


束 度 Sr p(t) = 


(5.310) 


(5. 311) 


(5. 312) 


(5.313) 
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Lowp = ok (5. 314) 
至 此 ， 可 以 求 出 下 面 的 导数 : 
B 
Erp = ip =} (5. 315) 
“de Bs es ) 1 / 
= rp=(cosag -tasina )7+(sina +tacosa)) (5.316) 
对 于 混合 导数 ， 可 以 先 从 下 式 开始 求 导 
cq Bg 
ET = TP + Lop x rp 
1 0 1 1 
=0+a0x0=iw 
0 0 
=i +itaf =B7, (5.317) 





EE ， 也 可 以 将 6 部 转 换 到 全 域 坐标 系 并 求 出 在 








上 式 为 在 坐标 系 B 中 表达 的 P 的 全 域 速度 。 但 
G 中 表达 的 全 域 速度 。 
oy 二 RD 
cosa -sinaw 0 1 cosa — tasina 


= sing cosg 0 ta = sinQ + tacosa 


= (cosa -tasina)f + (sing +tQacosa )J (5.318) 
进一步 求 导 
Sde Cs 
HPT Ep CUB Tp 


cosa -tasina 0 tcosaw 
sina +tacosg -Q& 0 x tsina 
0 1 0 
cosa 
sina =(cosa)fl+ (sina)) 
0 
=SrFp (5.319) 
此 为 在 坐标 系 C 中 表示 的 点 P 了 相对 于 坐标 系 B 的 速度 。 为 了 在 坐标 系 B 中 表示 该 速度 ， 需 
要 应 用 坐标 变换 


7 P= CREBT Pp 
cosa -sing 0 ' cosa 1 
= sinag cosag 0 sina = 0 =1 (5. 320) 
0 0 1 0 0 


有 时 常常 将 向 量 转换 到 与 求 导 所 在 坐标 系 相 同 的 坐标 系 ， 应 用 微分 算 子 ， 即 
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C C 
dp. _ dcp 
dP = 了 Re rp) 


tcosQ cosQa — tasina 























0 
= fna = sina + tacosa (5. 321) 
0 
并 有 
t 1 
A orp = d(CRYrp) = 0 = 0 (5. 322) 
0 
例 198 文 ”位 置 和 速度 的 正 交 性 
如 果 某 一 刚体 上 的 点 的 位 置 向 量 在 全 域 坐标 系 中 记 为 -， 则 
于 r=0 (5. 323) 
为 了 表示 这 一 属性 ， 可 以 对 下 式 求 导 
7 大半 (5. 324 ) 
并 求 出 
人 Cr 7) = 时 rir: 下 =2 开 ， r=0 (5. 325) 


向 量 和 导数 在 同一 坐标 系 中 表示 时 ， 式 (5. 323) 对 所 有 坐标 系 和 常数 向 量 都 适用 。 
例 199 文 ”导数 转换 公式 

连 体 坐标 系 B( Oxyz) 中 某 固定 点 的 全 域 速 度 可 以 通过 式 (5. 228) 求 出 ， 下 面 设 有 能 
B( Oxyz) 中 运动 的 某 点 P， 因 为 此 时 其 体位 置 向 量 ?rp 不 是 常量 ， Ee 
全 域 速 度 为 














G 
dirs = 本 Brp + bop Xrp=trp (5. 326) 
有 时 ， 式 (5.326) 的 结果 可 以 用 来 定义 从 连 体 坐 标 系 到 全 域 坐标 系 转换 的 微分 算 子 
2 大 = 性 (5. 327 ) 


最 后 结果 &7 表明 在 连 体 坐标 系 (B) 中 表示 的 全 域 (G6) 时 间 导 数 ， 向 量 > 可 以 是 任 
意向 量 ， 如 位 置 、 速 度 、 和 角速度、 动量 或 随时 间 变 化 的 力 癌 量 。 

式 (5.327) 称 作 导 数 转换 公式 ， 该 式 将 某 一 向 量 的 时 间 导 数 由 在 坐标 系 6 中 观察 的 导 
数 转 换 为 在 坐标 系 B 中 观察 的 导数 。 导 数 转 换 公 式 (5.327) 为 一 般 性 公式 ， 可 以 用 于 任意 
两 个 相对 运动 坐标 系 之 间 的 任意 问 量 的 导数 转换 。 

例 200 友 ”旋转 矩阵 的 微分 方程 

定义 角速度 矩阵 的 式 (5.231) 可 以 写成 一 个 一 阶 微分 方程 
全 CR -CRpc@s =0 (5. 328) 
该 式 的 解 验证 了 旋转 算 阵 指数 形式 的 定义 ， 即 
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CR, =e®" (5. 329) 

或 
Bt =p =In(°R,) (5. 330) 


例 201 文 ”全 域 坐标 系 中 刚体 上 一 点 的 加 速度 
刚体 B(Oxyz) 在 全 域 坐标 系 6(OXYZ ) 中 的 角 加 速度 向 量 记 作 cap ， 并 由 








cd 
COB 一 由 CO 


应 用 该 定义 ， 全 域 坐标 系 中 刚体 上 某 一 固定 点 的 加 速度 为 
cd - 
ap 三 有 人 CCOP x rp) = Qap X rp + Cop x (Cop x rp) 


例 202 文 ”角速度 向 量 的 另 一 种 定义 





G 


cw8 的 全 域 时 间 


(5. 331 ) 


(5. 332 ) 





Ce 人 中 的 角速度 向 量 也 可 以 通 





人 cd7 全 

gp 各 et le 

a 

在 全 域 坐标 系 6 中 运动 ， 刚 体 上 的 固定 点 选 在 两 

个 坐标 系 的 原点 上 ， 如 图 5.8 所 示 。 可 以 通过 描 

述 局 部 单位 向 量 ;，/，5 的 运动 来 描述 刚体 的 运动 ， 

令 rp 作为 刚体 上 某 点 P 的 位 置 向 量 ， 则 ?rp 即 为 
包含 常量 分 量 的 向 量 。 

Bp, = wt + +zh (5. 334) 

刚体 运动 时 ， 仅 有 单位 向 量 i，j 和 相对 于 全 
































过 下 式 定 义 


(35. 333 ) 











域 坐标 系 的 变化 ， 微 分 位 移 微 元 为 图 5.8 包含 固定 点 连 体 坐标 系 
drp =xdi + ydj +zdk (5. 335) 在 全 域 坐标 系 中 的 运动 
上 式 也 可 以 写作 
drp=(drp it(drp :fj + (drp* PK (5. 336) 
将 式 (5.335) 代入 式 (5.336) 的 右 侧 得 到 
drp =(xi* di+yi*e dj +zi* dk)i 
+ (x d+y ed +5 dk)j 
+( dityk. 中 + 大 dk)k (5. 337 ) 
应 用 单位 向 量 的 关系 
jdi= -i.d (5. 338) 
5 .dj = -dk (5. 339 ) 
1 dk = -hk. di (5. 340 ) 
i. di=j .d=k. dk=0 (5. 341) 















































200 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 
1 .= k=k.i=0 (5. 342 ) 
1 = =1 (5. 343) 
drp 简化 为 
drp = (zi dkh—y di)i+(x di-zk. di)j 
+ (yk. di -ri dk)k (5. 344) 
该 式 可 以 整理 并 表示 为 一 个 和 拓 积 
drp=((k- drt. dhe)j + (fe di)k) x (xi +yi +ak) (5. 345) 
或 
“cd 过 4 ; 从 “di 了 过 党 了 
gr = |[ 全 -ji (: 7 | xi (5. 346 ) 
将 上 述 结果 与 下 式 对 比 
jp= cp Xrp (5.347) 
可 得 
B i Sd) os 过 “di 
2os = 让 本 到 a | (5. 348) 
例 203 文 ”角速度 定义 (5. 333 ) ee 
式 (5.333) 给 出 的 角速度 定义 还 可 以 通过 直接 将 “Rs 代入 到 角速度 矩阵 bwj 实现 。 
Bop = "RE Rs (5. 349) 
因此 ， 
过 2 d ~. 
Bop = je Fe jek a te dak 
大 Ki 天 .天 .大 
» Cdf cqj Cd 
WA 是 人 
人 “dj “dk 
b | b | [ di SS 
» Sqi\ [» 5d7 Cdk 
(ios) [el le 
进而 可 以 得 到 
dt 
cqk 
GOB = 全 (5. 351 ) 
“di 
| 
例 204 娘 ”二 阶 导数 
通常 ,“dr/dt 在 G( OXYZ) 和 B(Oxyz) 等 其 他 任意 坐标 系 中 是 一 个 变化 向 量 ， 因 此 ， 可 以 


在 坐标 系 G 和 坐标 系 B 中 求 其 微分 


。 但 是 ， 求 微分 的 阶 数 非常 重要 ， 一 般 有 
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edcdr cdedr 











dd dd We 
作为 案例 ， 设 有 一 个 绕 Z 轴 旋 转 的 连 ST 某 变量 向 量 如 下 
r=t/ (5.353) 
因此 
cdr & . 全 
ET 天 三 站 (5.354) 
所 以 有 
cosp sinp 0 1 
4 -7 [ 门 = -sing cosp 0 0 
| =e = Rs 三 sinp cosgp 
0 0 1 0 
= cospl — sinpy (5.355) 
进而 得 到 
BiG 
所 -全 = - psingi - pecosp] (5.356) 
和 
2 2 
下 可 -9 (5.357) 
则 有 
By =RZ,, [ti] =tcospt — tsing] (5.358) 
从 上 式 得 到 
B 
主 =( -tpsing +cosp)i — (sing +tpcosp)] (5.359) 
且 有 
C Bdr GC. i 。 区 
-| =pr =Rz ,| ( —t psing + cosp )1 加 (sing +t pecosgp )]7 | 
cosp -sinpg 0 -tpsing +cosp 
= sinpg cosp 0 -sing -ipcosp 
0 0 1 0 
=7 -tp) (5. 360) 
并 得 出 
“ddqr _ Sd cdr 
ddi op) dt dt 


5.11 刚体 的 速度 


设 一 个 固定 于 局 部 坐标 系 B(oxyz) 上 的 刚体 在 静止 的 全 域 坐标 系 G( OXYZ) 中 自由 运动 ， 
如 图 5.9 所 示 。 该 刚体 可 以 在 全 域 坐标 系 中 旋转 ， 同 时 ， 连 体 坐 标 系 B 的 原点 也 可 以 相对 于 
坐标 系 6 的 原点 移动 。 刚 体 上 某 点 了 在 局 部 坐标 系 和 全 域 坐标 系 中 的 坐标 通过 如 下 公式 关联 : 

Crp=°Rpirp+ dp (5. 361) 
式 中 “ds 表示 运动 原点 o 相对 于 固定 原点 0 的 位 置 。 
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点 P 在 G 中 的 速度 是 
“op = "Fp= CReerp + Cdg = CBBrp +5d， 

=00p( rp -dy) + dp 

=00wp x (rp -dg) + dg (5.362) 

证 明 : 直接 求 微分 


de 6 _¢q (CR 8 cd 
i BTp+ dp 





G 





=°R,Srp + dp (5. 363) x 
局 部 位 置 向 量 ?rp 可 以 从 式 (5.361 ) 图 5.9 固定 有 坐标 系 B( Oxyz) 并 在 全 域 
中 消除 ， 并 得 到 坐标 系 G( OXYZ) 中 自由 运动 的 刚体 


C Gp GpT/G G G 7 
vp=" Rp Re( rp- do) + "dp 












































= 0p( rp cd) + dp 
=cwp x (rp -dp) + dp (5.364) 
也 可 以 采用 相对 位 置 向 量 写作 
cop = 0c0p XGrp+ cdsp (5. 365) 
例 205 太 ”二 阶 导数 
设 某 运 动 刚 体 上 的 一 点 已 ， 该 点 的 全 域 速 度 
Cvp = GOB X Erp+ cd 
是 旋转 速度 和 移动 速度 的 矢量 和 ， 两 个 速度 均 在 全 域 坐标 系 中 表示 。 此 时 ， 可 以 认为 连 体 坐 
标 系 与 全 域 坐 标 系 重合 ， 但 是 连 体 坐 标 系 存在 相对 全 域 坐 标 系 的 速度 4。 移动 速 度 “ds 是 
刚体 上 的 每 一 个 点 的 共同 属性 ， 但 是 刚体 上 不 同 点 的 旋转 速度 owp x grp 各 自 不 同 。 
例 206 运动 的 连 体 坐标 系 中 运动 点 的 速度 
假设 图 5.9 中 的 点 P 在 连 体 坐 标 系 B 中 运动 ， 用 随时 间 变 化 的 位 置 向 量 %rp(t) 表示 。 点 
P 的 全 域 速度 是 点 P 在 B 中 的 速度 、B 相对 于 G6 的 旋转 速度 和 B 相对 于 6G 的 移动 速度 的 合 



































cd cd 
rr = ds + Rp’rp) 
6 6 
_ dc decp B 
= gt dp + Re rp) 
=Cdp+b7p+ cp XErp (5. 366) 


例 207 刚体 上 的 点 在 多 个 坐标 系 中 的 速度 

假设 有 如 图 5. 10 所 示 的 3 个 坐标 系 Bo。，B 和 B,， 下 面 分 析 点 了 的 速度 。 如 果 该 点 在 
某 一 坐标 系 中 静止 ， 假 设 是 B, ， 则 其 在 B, 中 的 时 间 导 数 "re 为 0。 如 果 坐标 系 B, 相对 于 坐 
标 系 Bi 运动 ， 则 时 间 导 数 'rp 是 由 B, 相对 于 Bi 的 旋转 而 生成 的 旋转 分 量 和 有 相对 于 已 
的 运动 速度 合成 而 来 。 在 正 向 运动 学 中 ， 速 度 应 该 在 基本 坐标 系 Bo 中 测算 。 因 此 ， 点 了 在 
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基本 坐标 系 中 的 速度 是 B, 相对 于 Bi 的 速度 和 有 相对 于 Bo 的 速度 的 合成 速度 
刚体 上 点 P 的 全 域 坐标 是 
orp=0d +0d + rp =°d, +0RiLd +°R,rp (5. 367) 
所 以 ， 点 了 的 速度 可 以 通过 相对 速度 的 合成 获得 。 


=0d + (Rld, +°R1d,) +°R2rp 


oO 





=0d + x od, +0RiId + Ow xIrp (5. 368) 








xX Y 





| 








妈 5.10 刚体 坐标 系 B, 在 坐标 系 Bi 中 运动 ， 坐 标 系 B1 在 基本 坐标 系 Bo 中 的 运动 














一 般 用 相对 速度 方法 比较 简单 ， 该 方法 写作 


Ovp =0 v0 +9 v, +2 vp (5. 369) 

因为 
001 =0d1 v=001 xd + Rd 2vp=00, XIrp (5. 370) 

所 以 
0op =0d +o0) x od, +0RId + xorp (5.371) 


例 208 不 同 坐 标 系 中 的 速度 向 量 
为 了 在 不 同 坐 标 系 中 表示 速度 向 量 ， 只 需 将 其 先 乘 以 旋转 和 矩阵。 因此 ， 可 以 令 s; 表 示 
在 坐标 系 B; 中 表示 的 坐标 系 B; 的 原点 相对 于 坐标 系 B; 的 原点 的 速度 ， 其 表达 式 为 


k k 


bo, = -ho (5. 372) 
同时 
bv; = RR,, Pv; (5. 373) 
因此 
ir op =i vp + i x irp (5. 374) 


例 209 娘 ” 零 速度 点 
为 了 明确 是 否 始终 存在 一 个 速度 为 0 的 点 ， 可 以 应 用 式 (5.364) 并 写作 


cop( ro — “dg) +Cdsg =0 (5. 375) 
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求 出 cr 表示 的 零 速度 的 点 
cro = dg - cop! dp (5. 376) 
是 ， 斜 对 称 和 矩阵 cGs 是 奇异 矩阵 ， 且 没有 逆 矩 阵 。 也 就 是 说 ， 式 (3. 375) 不 存在 一 般 解 。 
如 果 运 动 仅 是 平面 运动 ， 假 设 为 KY 平面 则 有 cos =wK 和 eol =1/w。 所 以 ， 在 二 维 
空间 ， 在 任意 时 刻 都 存在 一 个 速度 为 0 的 点 ， 该 点 的 位 置 在 cr ， 通 过 下 式 求 出 
ro(t) = dg(t) -二 cs 人 (5.377) 


该 零 速度 点 称 作 极 点 或 瞬时 旋转 中 心 ， 极 点 的 位 置 一 般 是 时 间 的 函数 ， 其 运动 路 径 称 作 质 
轨迹 。 

例 210 文 ” 欧 拉 视 角 和 拉 格 朗 日 视角 

变量 值 在 静止 的 全 域 坐标 系 内 测量 时 ， 称 作 绝 对 视角 或 拉 格 朗 日 视角 ， 当 变量 值 在 运动 
的 连 体 坐标 系 中 测量 时 ， 称 作 相 对 视角 或 欧 拉 视角 。 

在 刚体 的 二 维 平面 运动 中 ， 始 终 存 在 一 个 零 速度 极点 处 于 下 面 位 置 











卫 


但 




















0 (5.378) 
该 连 体 坐标 系 中 的 极点 位 置 可 以 通过 在 式 〈5. 361) 中 代替 “7 获得 
CRaSro + dp =cd cop! edp (5.379) 
进而 求 出 连 体 坐 标 系 中 零 速度 点 的 位 置 %ro。 
0 
= -SR [CRscR5I]cds = -Racds (5. 380) 





因此 ,“ro 是 极点 运动 轨迹 在 全 域 坐 标 系 中 的 表述 ,*ro 是 极点 运动 轨迹 在 连 体 坐 标 系 中 
表述 “ro 指 的 是 拉 格 朗 日 质心 ,*ro 指 的 是 欧 拉 质 心 。 


5.12 角 加 速度 


设 旋转 刚体 B( Oxyz) 包 含 一 个 在 参考 坐标 系 G( OXYZ) 中 国定 的 点 ， 对 于 原点 固定 的 连 
体 坐 标 系 中 某 点 的 速度 向 量 有 式 (5. 228 ) 

















F(t) =° 0 (0) = 60 7r(t) = op Xr(t) (5.381) 
可 以 用 来 求 出 刚体 上 点 的 加 速度 向 量 
0 do (1) ee (5. 382) 
= (Gu+hi) x r+ hx (xr) (5. 383) 
casp 是 刚体 相对 于 坐标 系 G 的 角 加 速度 向 量 。 
2 
CQB = 二 cos (5. 384) 


证 明 : 由 式 (5.381) 求 导 可 知 
ca = “7 = C7 = 06p x r+ewp x er 


= ocQp Xx Cr + CCOP xX (cp x Cr) (5. 385 ) 








因为 
w= $i (5. 386) 
Qa = $l + hi (5. 387) 
可 以 导出 式 (5.383)， 所 以 ， 刚 体 上 点 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 向 量 分 别 为 
Br, =xt +y) + 2k (5. 388) 
6 三 2 rp=c0p Xr (5. 389) 
G C ， CC 5“d2p C C 
4P = 人 二 
= 0p X T+ ep X (cp Xr) (5. 390) 








在 连 体 坐 标 系 中 表示 的 刚体 角 加 速度 是 其 角速度 向 量 的 导数 ， 可 以 采用 导数 转换 公式 
(5.327) 说 明 








Brg = dawg = -dewg x Beog x Bowg = -daewg = 2io (5.391) 
dt dt dt GC 
B 在 G 中 的 角 加 速度 始终 可 以 表示 为 如 下 形式 
cap = CQBL (5. 392 ) 
式 中 ve 是 平行 于 cas 的 单位 向 量 。 角 速度 和 角 加 速度 向 量 一 般 不 会 平行 ， 所 以 
六 #, (5. 393 ) 
cap 天 co (5. 394 ) 


但 是 ， 旋 转轴 在 坐标 系 B 和 G 中 均 固 定 的 特殊 情 
况 下 ， 两 者 平行 。 此 时 
gg = = Ol = 9h (5. 395) 

例 211 简单 钟 摆 的 速度 和 加 速度 

一 个 有 质量 的 点 固定 在 无 质量 杆 上 ， 并 悬挂 
于 一 个 转动 关节 上 ， 这 种 机 构 称 为 简单 钟 摆 ， 如 
图 5.11 所 示 。 现 将 一 个 局 部 坐标 系 B 固定 在 钟 
摆 上 ， 该 钟 摆 在 全 域 坐标 系 6G 中 转动 。 摆 锤 的 位 
置 向 量 %r 和 角速度 向 量 。wy 分 别 为 























lsing 图 5.11 一 个 简单 钟 摆 
Sr=lt Cr=°R,Sr= -lcosp (5.396) 
0 
CB = ph GOB = CReEaop = 由 开 (5. 397 ) 


oos( yd -sn| 237+9| 0 
C 


Ry sin| 3 +o| cos| 3 + 
0 0 1 
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sin cos 0 
= -cosb sn 0 (5. 398 ) 
0 0 1 
所 以 其 速度 通过 下 式 给 出 
By Bi + bon xEr=0+hh x = (5. 399) 
| leosg 
6 lpsing (5. 400) 
0 
摆 锤 的 加 速度 等 于 
Pi = 中 十 Ecoop xX xBv = 9) + hhxlb) = 一 1 和 (3. 401 ) 
/cos 由 — 1p2sing 
“= “Rod = l9sing + 1p2cosg (S2402) 


例 212 车 辆 在 地 球 上 的 运动 


0 


设 某 车 辆 在 地 球 北纬 30° 的 地 域 向 北 运动 ， 如 图 5.12 所 示 。 和 车辆 行驶 速度 v=&7 = 


80km/h =22. 22m/s， 加 速度 为 a = 


Br = 0. 1m/s, 





这 里 的 速度 和 加 速度 均 是 相对 于 路 面 而 言 


的 。 奉 地 球 的 半径 为 则 车 辆 运动 学 关系 如 下 


Br = RE mm 


0 襄 rad/ S 


BF =22. 227 m/s 


Br =0. 11 m/s? (5. 403) 


0 = rad/s? (5. 404) 











本 例 共 涉 及 三 个 坐标 系 ， 连 体 坐 标 系 B 








图 5.12 ”车辆 在 地 球 纬度 30°? 上 向 北 运动 


回 定 在 车 上 ， 全 域 坐 标 系 6 位 于 地 球 中 心 ， 另 一 个 





局 部 坐标 系 与 地 球 刚 性 固定 ， 并 与 地 球 共同 旋转 。 坐 标 系 B 的 角速度 为 
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Lop = COE + fp =2Rc(Cwp 开 +07) 


= (wpcosO)i + (wsing)k +0f 


烛光 














= (opcosb)i+ (wpsing) k + 有 (5. 405 ) 
因此 ， 车 辆 的 速度 和 加 速度 为 
By = 六 +8aopx5r=0+Eawp x RE 
=vi— (Rogcos0) 7 (5. 406) 
ba =C0 +EWp XC 
WECOSO 
人 
=ait+ (Ros 0 sing) f+ x -Rogpcos0 
wpsinO 9 
a + RokcosOsing 
加 2Ror 0 sing (5.407) 
1 
-RY “一 Rowozcos“0 
日 过 2 os 
a ij 项 代表 相对 于 地 球 的 加 速度 ，(2Rwsg sing ) j 项 代表 科 里 奥 利 加 速度 ，- 是 因 车 辆 行 
驶 产生 的 离心 加 速度 ，- (Rom cos*09) 是 因 地 球 旋转 产生 的 离心 加 速度 。 
将 数值 代入 ， 并 取 尺 =6.3677 x 10*m， 得 到 
站 a 6 27 366. 25 人 
cu =22;221 -06,3677x10 34 x3600365.25)°% 67 
=22. 221 -402. 13 7 m/s (5. 408) 
Ba =1.5662 x10-2i +1.6203 x10-37 -2.5473 x10-2h m/s (5. 409) 
例 213 交 ”和 角 加 速度 的 合成 
几 个 相互 存在 相对 旋转 运动 体 的 角速度 可 以 根据 式 (5.277) 建立 如 下 关系 
0CO = 001 + ?0 + 9003 he + iT, (5.410) 
儿 个 相互 存在 相对 旋转 运动 的 刚体 的 角 加 速度 同样 符合 上 述 规 律 : 
00Q, =00 +0a + 3 + 二， ae (5.411) 





假设 在 基本 坐标 系 Bo 中 有 一 对 相对 转动 的 刚性 贸 接 杆 ， 点 0 固定 ， 两 匀 接 杆 的 角速度 
关系 为 








002 =001 +1 0 (5.412) 
所 以 其 角 加 速度 分 别 为 
0 
0G1 = 二 oa (5.413) 
0g 
0Q> go 二 0G1 十 1Q2 (5.414) 


例 214 文 ” 角 加 速度 和 欧 拉 角 
角速度 Eowp 的 欧 拉 角形 式 为 
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OX 0 cosp singsing 9 
Cp = wy = 0 snp -cospsinO0 0 
wz 1 0 cosO 


0 Cosp + y singsing 


= 0sing -wcospsing (5.415) 
0 +w cos0 
则 角 加 速度 等 于 
Lap 2 (5.416) 


dt 


cosp( 0+ psing) + sing (wsing + 0 ycos0 — 0 op) 
= sing( b+ py sin0) + cosp( 0 op -Vsinb — 0 ycos0) 


oO +cos0 — 0 y sing0 
而 连 体 坐 标 系 中 角 加 速度 向 量 等 于 


B ，_ cpTC 
CQB = 有 BCQB (5.417) 
cospcosy — cosOsingsiny cosWslinp + cosOcospsiny sinGsiny 
= 一 cospsiny - cosOcosyWsinp -singsiny + cosOcospcosy singcosy Cop 
sin0sing — cospsinO cosO 


cosy (0 + py sing ) +siny (osing + 0 pcos0 — Oy 
= co (psing + 0 pcos0 -0 ) -siny (0 + py sing ) 
ocosg —y — 0 osinb0 
5.13 刚体 的 加 速度 


设 有 一 个 刚体 和 固定 在 该 刚体 上 的 
局 部 坐标 系 B(oxyz) 在 静止 的 全 域 坐 标 系 
G(OXYZ ) 中 自由 运动 。 刚 体能 够 在 全 域 
坐标 系 中 旋转 ， 连 体 坐 标 系 B 的 原点 能 
够 相对 于 全 域 坐标 系 6 的 原点 移动 。 刚 
体 上 点 P 在 局 部 坐标 系 和 全 域 坐标 系 中 
的 坐标 如 图 5. 13 所 示 ， 它 们 的 关系 如 下 
cp = Rssrp+ ds (5.418) 
式 中 “ds 表示 运动 原点 o 相对 于 静止 原点 
0 的 位 置 。 
点 了 在 全 域 坐标 系 G 中 的 位 置 为 


Go C G 
ap = "Vp= "Tp=6QpX( Trp- dp) 





ax( Crp-Ha,) 











+ cB X| ccop X (Crp — “dp)] + cdg 图 5.13 固定 有 坐标 系 (oxyz) 并 在 
(5. 419) 全 域 坐标 系 G (OXYZ) 中 自由 运动 的 刚体 
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证 明 : 点 P 的 加 速度 由 对 式 (5.364) 或 式 〈5. 365) 求 微分 获得 。 
R GI. Sr 本 
“ap = 于 op = cap XBrP+COBX8FP+ dp 
= 0608p X Brp + ows X (Cop XBrp) + od, 
= CQp x (“rp 二 “dp ) 
+ewp XxX [ewsx( rp- dy)] + dy (5. 420) 
式 中 wp Xx (cwg Xbrp) 项 称 作 向 心 加 速度 ， 与 角 加 速度 无 关 。oap x grp 项 称 作 切 向 加 速 
度 ， 该 加 速度 垂直 于 fp。 
例 215 2R 平 面 机 械 辟 第 二 
关节 的 角 加 速度 
2 及 平面 机 械 臂 如 图 5.14 所 
示 ， 肘 部 关节 可 以 绕 基 础 关节 进行 
圆周 运动 ， 已 知 
ow@w1 =01°h, (5.421) 





可 以 写作 
001 =001 =01°ko (5. 422 ) 





001 x or =01°ho x 7 =01Rz.g+90 7 
(5. 423) 





0w1 X (001 X71) = -O27 图 5.14 一 个 2 有 平面 机 械 臂 
(5. 424) 
进而 计算 出 肘 部 关节 的 加 速度 





"7 0 Rr -or (5.425) 
例 216 运动 的 连 体 坐标 系 中 运动 点 的 加 速度 
假设 用 随时 间 变 化 的 局 部 位 置 向 量 *rp(t) 表示 图 5.13 中 的 点 P， 则 点 了 的 速度 和 加 速 
度 可 以 通过 应 用 导数 转换 公式 (5.327) 求 出 。 


C 























_ G7 B, B B 
vp="dp+ rp+(COp xX rp 

=°dp + vp + lp XSrp (5. 426) 
G _CG7 万 B B, B: B 
ap ="dp+ rp+TCOPX PT+TCOPX rp 


B B;, ,8B B 
tecwpX( Fpt+cwpX rp) 


=°dp + ap +2t0wp XSvp + lop x Srp 

















+ Ewp X (Cwp Xrp) (5.427) 
还 可 以 通过 假设 ?ip 关 0, 并 对 式 (5.361) 求 导数 ,进而 求 出 点 P 的 加 速度 。 
Crp = Rp srp + dp (5.428) 


G» _GpB Gp B, C 
rp =°"Rp rp+ "Rp rp+7 dp 


= rawp Xx Rosrp + RSsip+ ed, (5. 429) 


210 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





Grp = cp XRgirp + econ XRairp+ cop XRpSrp 

上 RCR + dp 

=cOBp XBrp topX (GOBpX rp) +260p XBip 

+ erp + dy (5.430) 
等 式 右 边 第 三 项 称 作 科 里 奥 利 加 速度 ， 科 里 奥 利 加 速度 同时 与 owp 和 7p 垂直 。 
例 217 友 ”刚体 上 点 的 加 速度 
假设 有 一 个 在 全 域 坐标 系 中 运动 和 旋转 的 刚体 ， 可 以 通过 对 位 置 向 量 取 两 次 时 间 导 数 求 

出 刚体 上 某 点 的 加 速度 。 











rp = “Re2rp+cdn (5.431) 


Gy, = CRaSrp + dp (5.432) 


CG» _GpB G7 
rp ="Rp rp+ dp 





= RCRI(Cr, Cds) + edp (5.433) 
对 角速度 矩阵 求 微分 
CO = “RCR (5. 434) 
得 到 
~ Cd -ep cpr cp cp 
CO8 二 册 cO28 = Rp’ Rp+ Rg’Rs 
= Rs RE TcOpcO (5.435) 
所 以 ， 
Rg°RE = 2 一 6OpcQ (5.436) 
刚体 上 某 点 的 加 速度 坐标 变 为 
ee (5.437) 
式 中 
0 -oa 2 
coOp=cQap= 3 0 — 1 (5. 438) 
—-@w wil 0 
并 且 
oz+o -oo 一 oloas 
cogCOE = -OO WI +o3 一 oo 3 (5.439) 
-wiio3 -ww3 wi+o3 


5.14 娘 ”螺旋 运动 

根据 Chasles 定理 ， 刚 体 沿 某 一 直线 平 动 的 同时 又 绕 该 直线 转动 ， 这 种 合成 运动 称 为 螺 
旋 运 动 。 设 有 一 个 如 图 5. 15 所 示 的 螺旋 运动 ， 点 了 绕 以 w 表示 的 螺旋 轴 旋 转 ， 同 时 沿 该 轴 
做 平 动 运动 。 螺 旋 轴 线 上 的 所 有 点 沿 该 轴线 运动 ， 不 在 该 轴 上 的 点 沿 螺 旋 线 运动 。 
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刚体 绕 螺 旋 轴 线 的 旋转 运动 称 为 盘旋 ， 螺 
旋 斜 度 是 移动 距离 h 与 旋转 角度 4 之 比 。 


h 
= 5. 440 
所 以 ， 斜 度 是 刚体 每 转 过 一 圈 沿 着 平行 于 螺旋 


轴 方 向 移动 的 直线 距离 。 如 果 p >0， 为 右 螺 ) 六 


旋 运 动 ， 如 果 p <0 则 为 左 螺旋 运动 。 Ss F 
螺旋 运动 用 3 (h， 四 ,Ys) 表示 ， 包 括 

单位 向 量 w， 位置 向 量 s， 盘 旋 角 $ 和 移动 距 

离 (或 斜 度 p)。 位 置 向 量 s 表示 螺旋 轴 上 的 


某 一 点 的 全 域 坐 标 位 置 ， 盘 旋 角 由 ， 盘 旋 轴 “ 网 
A 动 和 绕 该 直线 旋转 运动 的 合成 运动 
螺旋 运动 是 表示 刚体 运动 的 另 一 种 转换 方 
法 ， 将 沿 轴线 的 直线 距离 与 绕 同一 轴线 的 角度 变化 两 者 合成 源 于 车 辆 转向 运动 学 。 如 果 
用 ?rp 表示 刚体 上 茶点 的 位 置 向 量 ,， 该 点 经 过 螺旋 运动 后 在 全 域 坐标 系 中 的 位 置 向 量 是 
Crp =5(h,b,u,s) rp (5.441) 









































是 平 动 “~ds 和 旋转 “Rs 的 合成 。 





Crp = CRpSrp + dsp (5.442) 
引入 如 下 称 作 齐 次 矩阵 的 4x4 矩阵 [7]， 





G G 
we ed 
r, -| (5.443) 
并 将 平 动 和 旋转 合成 起 来 ， 仪 用 和 矩阵 乘法 表示 运动 
GT ry (5.444) 
为 了 与 4x4 和 矩阵 [7] 一致， 将 “rp 和 ?rp 各 增加 一 个 零 元 素 
X 区 
cr = By,= 7 (5.445) 
0 0 





齐 次 矩阵 表示 法 可 以 用 于 合成 绕 螺 旋 轴线 的 旋转 和 沿 螺旋 轴线 的 平 动 ， 进 而 描述 螺旋 运动 的 
转换 。 

如 果 通过 坐标 系 的 原点 ， 则 s =0， 螺 旋 运 动 称 作 中 心 螺旋 运动 5h,$,u)。 中 心 螺旋 
运动 有 如 下 关系 : 


Csp(h,p,u) = Di .Ri,y (5. 446) 
式 中 
1 0 0 hu 
6 1 
D; hr (5.447) 
ni 
0 .00 1 
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utvers 由 + cos 中 u Lovers 由 — uasing uiuaversb tussing 0 
> pl < 
ul Us versg + using uversg + cos 中 uuavers$ ~uising 0 
La 1 U2 3 2 2U3 1 (5.448) 
ul Uaversb — wu sing uusversgb + using us versg +cos 0 
0 0 0 1 
因此 
C C 
Rs “d 
C3p(h,P,u) -| 6 
uTversg + cos 中 uusversb — ussing uiuaversb +t using hu 
2 5 
4 versg + ussing usversg + cosg usuaversb — uising hu, (5. 449) 


ul 13Vvers 中 一 Lo sing uu3versgb + using us versg +cosg hus 
0 0 0 1 
中 心 螺旋 运动 转换 矩阵 包括 纯 平 动 或 基本 移动 和 纯 旋 转运 动 ， 是 螺旋 运动 的 一 种 特殊 情况 ， 
纯 平 动 时 $=0， 纯 转动 时 h=0 (或 P=%)。 
当 螺 旋 运 动 不 是 中 心 螺旋 运动 时 ,wu 不 通过 坐标 系 的 原点 ， 从 p 到 p" 的 螺旋 运动 可 以 表 
示 为 








p=(p-s)cosb+(l -cosgb)(u: (p-s))u 


+ (ux(p-s))sing+s+hu (5.450) 
或 
p”=° Ra(p+s) +s+hu= Rap+s— Rss+hu (5.451) 
因此 
p”=s(h,g,u,s)p=[TIp (5.452) 
式 中 


ee GR, Cs CRss+hi -| 了 
0 1 0 1 
向 量 “s 称 作 位 置 向 量 ， 是 刚体 坐标 系 做 螺旋 运动 之 前 在 全 域 坐标 系 中 的 位 置 。 向 量 p 和 yp” 
分 别 是 图 5. 16 中 的 点 了 做 螺旋 运动 前 、 后 在 全 域 坐 标 系 中 的 位 置 。 
螺旋 轴线 用 单位 向 量 w 表示 ， 刚 体 上 一 点 了 通过 绕 w 的 旋转 从 其 第 一 个 位 置 运动 到 第 二 
个 位 置 P'， 接 着 通过 沿 平行 于 的 方向 移动 h 后 到 P" 处 。 点 P 了 的 初始 位 置 用 p 表示 ， 最 终 
位 置 用 p" 表 示 。 

螺旋 运动 是 包含 四 个 变量 的 函数 5(h,$,u,s)， 螺 旋 运 动 在 %s 处 有 一 条 作用 线 变 量 4， 
一 个 盘旋 角 变 量 $4 和 一 个 移动 距离 变量 h。 

尽管 Chasles (1793 - 1880) 以 发 现 瞬 时 螺旋 轴线 著称 ,但 是 ， 事实 上 Mozzi (1730 - 
1813) 于 1763 年 首先 应 用 了 瞬时 螺旋 轴线 。 

证 明 : 角度 - 轴线 旋转 公式 (5. 185) 给 出 了 和 rx" 的 关系 ， 其 中 r 和 分别 是 点 了 在 
5=0, h=0 时 ， 旋 转角 度 由 前 、 后 的 位 置 向 量 
r’=rcosb + (1 -cos 由 ) (ur)ut(u xr)sing (5.454) 
但 是 ， 螺 旋 轴 线 不 通过 G( OXYZ ) 的 原点 时 ， 则 x 和 7 需要 根据 下 面 的 关系 代入 : 

r=p-s (5.455) 





(5.453) 
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hp € y 
图 5.16 刚体 的 螺旋 运动 
r’=p”"-s-hu (5.456) 
式 中 , r' 是 旋转 后 在 坐标 系 G 中 的 向 量 ; r 是 旋转 前 在 坐标 系 B 中 的 问 量 。 
所 以 ,刚体 上 点 了 做 螺旋 运动 前 和 运动 后 的 位 置 关 系 为 
p”=(p-s)cosb + (1 -cos$) (uu: (p-s))u 
+(ux(p-s))sing + (s+hu) (5.457) 


式 (5.457) 是 关于 刚体 运动 的 最 通用 的 Rodriguez 公式 , 再 定义 新 的 符号 %p =p” 和 ?p = 
pP， 并 令 s 表示 旋转 轴线 上 的 一 点 ， 因 此 旋转 对 s 没有 影响 ， 可 以 把 %p 提出 来 ， 用 系数 形式 





把 Rodriguez 公式 写成 如 下 形式 
Cp =[Teosgb +uu' (1 -cosb) + using ] Sp 
— [Tcosb + uu (1 -cos 由 ) + using ] Cg+ es+hu 
整理 该 式 后 可 以 发 现 ， 螺 旋 运 动能 够 用 齐 次 转换 表示 
Gp = Rssp+ Cs CR CS 人 
=°R,p+ d=°T,p 
57 = C8p (h, $, nu, s) 








5R Ce ERsCs+hi cR Sd 
加 1 0 1 
式 中 
cR =Tcosgb + uu (1 -cos 由 ) + using 
cd=[(T-uu')(l -cos 中) — using ] ©s +hu 
直接 代入 可 得 
uiTversg + cos 中 uiusvers$ — ussing uiuaversg t+u,sing 
CR = ul uversg + ussing U3 vers + cos 中 usu3Versg — uising 


ul 3Vvers 由 — ussing uu3versgb + uising us versgh + cos 中 


(5.458) 


(5.459) 


(5.460) 


(5.461) 
(5.462) 


(5.463) 
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ji +[ (1 -uu?)si —u (su +s3u3) Jversgb + (syus — s3u2 ) sing 
“4 = jp +[ (1 —u3)sy —u (sus +Si)]vers 和 +(s32 — sius ) sing (5.464) 
hus + [(1—u3 )ss -ua(siui +s2u2) Jversp + (si1u2 — ssu1 ) sing 
这 种 刚体 运动 的 表达 需要 6 个 独立 参数 ， 即 一 个 旋转 角度 由 的 参数 ， 一 个 移动 量 h 的 参 
数 ， 两 个 螺旋 轴线 的 参数 ， 两 个 位 置 向 量 %s 的 参数 。 因 为 之 的 三 个 分 量 相互 关联 
uu=1 (5.465) 
位 置 向 量 %s 可 以 确定 螺旋 轴线 上 任意 一 点 的 位 置 。 通 常 选取 与 原点 0 距离 最 近 的 点 ， 并 
令 “s 垂直 于 v。 令 ?so 表示 最 短 位 置 向 量 ， 则 对 位 置 向 量 分 量 的 约束 条 件 为 
Cs0 n=0 (5. 466 ) 
如 果 s =0， 则 螺旋 轴线 通过 坐标 系 6 的 原点 ， 式 〈5.460) 简化 为 式 (5. 449 ) 。 
螺旋 运动 参数 和 h， 与 螺旋 轴线 以 及 位 置 向 量 “s， 能 够 完整 定义 刚体 B(oxyz) 在 G 
(OXYZ) 中 的 运动 。 在 确定 螺旋 运动 参数 和 螺旋 轴线 后 ， 就 可 以 通过 式 (5.463) 和 式 
(5.464) 求 出 转换 矩阵 的 元 素 。 所 以 ， 给 出 转换 矩阵 "Ts 后 ， 就 可 以 通过 下 面 关系 求 出 螺旋 
运动 的 盘旋 角 和 螺旋 轴线 。 
cosb = (1( Rg) -1) = 二 (rr(c7s) -2) 


















































=3Cri tr +733 -1) (5. 467) 
~ 1 ep Cit 
i Rp Rg) (5. 468) 
732 一 723 
1 
38ing 713 一 731 (5. 469 ) 
721 一 门 2 


为 了 求 出 所 有 的 螺旋 运动 参数 ， 还 必须 求 出 hh 和 螺旋 轴线 上 一 点 的 坐标 。 因 为 螺旋 轴线 
上 的 一 点 在 旋转 时 位 置 不 变 ， 所 以 一 定 存 在 如 下 关系 。 





nl 7m2 73 74 大 1 0 0 hu XX 
r r r r 了 0 1 0 hu Y 
21 722 T23 T24 时 2 (5.470) 
[eT 2 Ne 0 0 1 hu Z 
0 0 0 1 1 000 1 1 





式 中 (X,Y,Z) 是 螺旋 轴线 上 点 的 坐标 。 
可 以 找到 螺旋 线 与 22 平面 的 交点 ， 例 如 设 系 =0, 求 出 s =[0 了 2Z,] 。 所 以 ， 


rm 一 1 712 713 ra-hu 0 0 
r ro 一 r rx4 — hu 多 0 
21 22 23 24 2 (5.471) 
731 732 ra3 -1 734 -hu 和 0 
0 0 0 0 1 0 


生成 三 个 等 式 ， 解 之 得 到 了 ，Z, 和 hh。 
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h "1 "2 -na ra 
(5.472) 
2 i 734 
此 时 ， 就 可 以 通过 下 式 求 出 最 短 位 置 向 量 “so 
Cs0=8— (8 7) (5.473) 


例 218 广 ”基础 单位 向 量 的 中 心 螺 旋转 换 





假设 有 两 个 初始 状态 时 重合 的 坐标 系 C(OXYZ) 和 B(omz) ， 刚 体 沿 Y 轴 进行 螺旋 运动 ， 


姑 =2,， 小 =90"。 应 用 中 心 螺旋 转换 可 以 求 出 刚体 FL1 0 0 
$s(h,d ,i) =s[2, 王 , 引 =D(2 DR7 世 


0 0 0 


SO. 
EC 
[em] 


1 0 
0 0 0 
0 0 
0 1 


OO OO 
人 
1 
je 
sse 0 


所 以 


[ew 

一 

[ew 
em 二 


螺旋 运动 的 斜 度 是 


例 219 文 ”点 的 螺旋 转换 

设 有 两 个 初始 状态 时 平行 的 坐标 系 G( OXYZ ) 和 B(oxyz)， 
的 轴线 做 螺旋 运动 ，h =2， 四 =90*， 即 连 体 坐 标 系 处 于 s = [2 
求 出 刚体 Fr=[3 0 0 1]" 处 点 的 位 置 。 


0 0 
cp, = Ra s-Ras+thu]_ 0 1 
0 1 -1 0 
0 0 
因为 
0 01 
Rip= 0 1 0 = w= 
-1 0 0 


所 以 ,位 置 向 量 % 应 该 为 


1]” 处 点 运动 后 的 位 置 。 


sa 
a 
一 情 DDO 





(5.474) 


(5.475) 


(5.476) 


且 平 行 于 Y 轴 











旧 螺 旋转 换 可 以 








人 
一 ID i MP 


2 


(5.477) 


(5.478) 
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0 0 1 2 3 2 
0 102 0 2 

匡 = (5.479) 
-1002 0 | 
0 0011 1 


例 220 娘 “向量 旋转 
转换 等 式 r = “Rp3r 和 Rodriguez 旋转 公式 (5. 185) 两 者 都 用 来 描述 固定 在 刚体 上 任意 
向 量 的 旋转 ， 但 是 ， 可 以 方便 地 用 固定 在 刚体 上 的 两 个 点 表示 该 向 量 ， 并 推导 出 螺旋 等 式 。 

















以 用 位 置 向 量 ri 表示 的 参考 点 Pi 为 起 点 ， 以 用 位 置 向 量 r, 表示 的 参考 点 P, 为 终点 ， 
定义 刚体 上 的 一 个 向 量 ， 则 刚体 坐标 系 和 全 域 坐 标 系 之 间 的 转化 等 式 可 以 写作 
(六 -ri) =°Rss(r, 一 方 ) (5.480) 


假设 参考 点 忆 的 初始 位 置 和 最 终 位 置 都 在 旋转 轴线 上 ， 则 式 〈5.480) 可 以 重新 整理 成 便 
于 计算 点 忆 新 位 置 坐标 的 形式 ， 即 转换 矩阵 形式 


G 








PP =°Rgs (ry -ri) + r= Rg ry + or -Rasr 
= CT, Sy, (5.481) 
式 中 
C 
Ty , (5. 482) 
上 式 与 hh=0 时 的 螺旋 运动 式 (5.460) 一 致 。 
例 221 太 ”螺旋 运动 判定 的 特例 
螺旋 运动 有 两 种 特殊 情况 ， 第 一 种 情况 发 生 在 mi =m =733 =1 时 ， 此 时 中 =0， 则 运动 
为 平行 于 的 纯 平 动 h， 其 中 
i (5. 483) 
由 于 在 这 种 情况 下 不 存在 一 条 螺旋 轴线 ， 也 就 不 能 确定 螺旋 轴线 上 的 特定 点 。 
第 二 种 特殊 情况 发 生 在 $=180° 时 ， 此 时 


/3 +1) 
b= /Fr +1) (5. 484) 
3s +1) 


而 及 和 (X,Y,Z) 可 以 通过 式 (5.472) 计算 。 
例 222 太 平面 内 的 旋转 和 平 动 
假设 某 平面 从 位 置 1 运动 到 位 置 2， 如 图 5.17 所 示 ，@2 点 的 新 坐标 为 
ro = RI (ro -rp ) +rp, (5.485) 
cos58 —sin58 0 3 1 4 
= sin58 cos58 0 1 -1 + 1.5 
0 0 1 0 0 0 
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1.06 4 5.06 
= 1.696 + 1.5 = 3.196 
0 0 0.0 
或 者 
ro, =“ Tiro, = (5.486) 
cos58 
sin98 
” 0 
0 
例 223 女 ”平面 运动 的 极点 
在 刚体 从 位 置 1 到 位 置 2 的 
平面 运动 里 , 平面 上 始终 存在 一 
个 位 置 不 变 的 点 。 可 以 认为 刚体 
是 在 绕 该 点 旋转 ， 通 常 称 其 为 有 
限 旋转 极点 。 可 以 用 转换 矩阵 确 
定 该 极点 ， 图 5. 17 所 示 为 一 个 
三 角形 的 平面 运动 ， 为 了 确定 运 
动 的 极点 Po(Xo ,0) ， 需 要 对 运 | “| ” | 
动 做 转换 。 采 用 图 5. 17 中 的 华 
标 数据 ， 可 以 进行 如 下 计算 。 图 5.17 平面 运动 
27, a Wy (5. 487) 
0 1 
cosa -sing 0 一 cosa + sina +4 
Sina cosa 0 -cosa—sing+3.5 
0 0 
0 0 0 1 
在 转化 中 极点 保持 不 变 ， 因 此 ， 
rp, = Tirp, 
Xo cosa -sing 0 -cosaw +sina +4 Xo 
Yo sinaw cosag 0 -cosa—-sinag+1.5 六 
= (5. 488) 
0 0 0 1 0 0 
1 0 0 0 1 1 
a =58° 时 ， 上 式 计算 得 到 
XI = -1.5sing+l] -4cosa =2.049 (5. 489) 
Y=4sinag +1 -1.Scosa =3.956 (5. 490) 


例 224 妇 ”螺旋 运动 参数 的 确定 





已 知 刚体 上 三 个 不 在 同一 直线 上 点 的 初始 位 置 和 终止 位 置 ， 就 可 以 确定 螺旋 运动 的 参 
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数 。 假设 po 、4o 和 ro 分 别 表示 点 P、Q 和 RR 在 螺旋 运动 前 所 处 的 位 置 ， pi、q1 和 ri 分 别 表 
示 它 们 在 螺旋 运动 之 后 的 位 置 。 
为 了 确定 螺旋 运动 参数 4、u、h 和 s， 需 要 解 如 下 三 个 同步 Rodriguez 方程 组 : 








pi -po =tan pa x (Pi +po -28) +hu (5.491) 

q1 -qo =tan Ea x (qi +qo -28) +hu (5. 492) 

ri ro =tan $i x (ri +70 -2s) +hu (5.493) 

首先 令 式 (5.491) 和 式 (5.492) 分 别 减 去 式 (5. 493 ) 。 

(pi -po) = (71 -70) =tan Dax[ (pi +po) (ri +ro) ] (5. 494) 

(@ -go) -(m -70) =tan Six[ (gi +g0) (ri +r0) ] (5.495) 

进而 将 式 (5. 494) 两 侧 同 时 乘 以 [(g -go) - (7 -ro) ]， 该 向 量 垂 直 于 v。 

[Cg -go) -CO -ro) | xi-po)-(C-ro) |] (5.496) 


=tan OE (gg0) -(m-m) x ixt (pi tpo) -ri +ro) ] | 


[ (qi1 -do) -ri-ro) | xL (pi+po) - (ri +ro) | 
-tan 生 | [(9g -go)-(ri-ro) ] [(pi -po)-(rm -ro) Jl}u (3. 497 ) 





因此 ， 旋 转角 可 以 通过 列 出 tan 多 与 下 式 右 侧 范 数 的 等 式 求 出 : 


路、 [(g1 -gq) -ri-ro)] xl (pi -po) — (ri -ro)j 





9 2" [(g -和 2) -ri -7o) [ (pi +po) — (ri +ro)] S300 
为 了 求 出 s， 可 以 首先 令 式 (5. 491) 叉 乘 
ux (pi -po) =ux|tan x (pi +po -28) +hu 
=tan 他 | [u: (pi+po)]u-(pi+po) +2[s—- (us)ull (5.499) 








注意 到 s - (us) wu 是 s 垂直 于 w 的 元 素 ， 其 中 s 是 从 全 域 坐标 系 C(OX7Z ) 的 原点 指向 螺 
旋 轴 线 上 任意 一 点 的 向 量 ， 而 该 垂直 元 素 表示 具有 0 与 之 间 的 最 短 距离 的 向 量 。 假 设 最 
短 的 s 称 作 so， 则 有 

8S0 =8 一 (化 8) 


u xp1 -Po 









































[u. (pi+po) Ju+pi +po (5. 500) 


| 一 
名 
S 
LIS 


最 后 一 个 螺旋 运动 参数 斜 度 hh， 可 以 通过 式 (5.491)、 式 (5.492) 或 式 (5.493) 中 的 任 


2 个 求 LT 
局 站 2 LIo 





h=u: (pi -po) =u* (qi1 -go) =u* (ri -ro) (5. 501) 


5 


如 
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1 





例 22S 文 ”螺旋 运动 转换 的 另 一 种 推导 
假设 螺旋 轴线 不 通过 坐标 系 G 的 原点 ， 如 果 “s 是 轴线 之 上 某 点 的 位 置 向 量 ， 则 可 以 通 
过 下 述 方法 推导 出 表示 螺旋 运动 5(h,4$,u,s) 的 矩阵 ， 即 先 将 螺旋 轴线 移动 到 原点 ， 然 后 进 
行 中 心 螺 旋 运 动 ， 再 将 轴线 移动 回 其 初始 位 置 。 
5(h,b,u,s) =D( Cs)s(h, gb,u)D( -2s) 
=D(°s)D(hu)R(u,$)D( -©s) 
区 
0 1 0 140 1 
a Cs CRpCs +hu 
‘lo 1 
例 226 妈 ” 绕 非 中 心 轴线 的 旋转 
某 刚体 通过 点 “s 绕 某 轴线 之 旋转 ， 其 中 “sg xz 关 0， 这 种 旋转 是 绕 非 中 心 轴线 的 旋转 。 
通过 在 螺旋 运动 转换 中 令 h=0， 可 以 获得 绕 非 中 心 轴线 旋转 的 转换 和 矩阵。 因此 ， 绕 非 中 心 
轴线 旋转 的 转换 矩阵 为 

































































(5. 502) 





eR CR [A 
eT,=| ? I (5. 503) 
0 1 
例 227 文 ” 主 中 心 螺旋 运动 
共有 3 种 中 心 螺旋 运动 ， 即 x 螺旋 运动 ，y 螺旋 运动 和 z 螺旋 运动 ， 分 别 为 


cosaw -sina 0 0 
_ sinaw cosa 0 0 
hz,a,k)= 0 A (5. 504) 
0 0 0 1 
cosB 0 sinB 0 
CWB, , en (5. 505) 
-sinB 0 cosB 0 
0 0 0 1 


0 0 PXT 


cosy -siny 0 


(hy,y,)) = (5. 506) 


1 

0 

0 siny cosy 0 
0 0 0 1 
例 228 文 ”Chasles 定理 的 证 明 

令 [7] 为 任意 空间 位 移 ， 并 将 其 分 解 为 一 个 绕 轴线 之 的 旋转 运动 尺 和 一个 平 动 D。 





[7] =LD]LR] (5. 507) 
还 可 以 进一步 将 [D] 分 解 为 两 个 分 别 平行 和 垂直 于 w 的 分 量 [D| ] 和 [D | ]。 
[7]=[D, 1LD, JLR] (5. 508) 





此 时 ，[D,][Rj] 是 一 个 平面 运动 ， 等 同 于 绕 与 旋转 轴线 平行 的 某 轴线 的 旋转 运动 ， 即 
[R'] =[D LIR]。 这 样 就 分 解 为 L[7] = [DI ][R”]， 因 为 轴线 [D1 ] 等 同 于 轴线 w， 所 以 ， 
经 分 解 后 可 以 证 明 Chasles 定理 。 
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例 229 娘 ”所 有 刚体 运动 都 是 螺旋 运动 
为 了 证 明 任何 刚体 运动 都 可 以 看 作 是 一 种 螺旋 运动 ， 需 要 首先 证 明 齐 次 转换 矩阵 
eR; ca 

















es -| (5. 509) 
0 1 
可 以 写成 如 下 形式 
G ee 站 
cm-| R; (I-°Ry)s+h a 
0 1 
则 间 题 变 为 找到 令 下 面 等 式 成 立 合适 的 hh 入。 
cd=(IT-°Ra)s +hu (5.511) 





因为 “Rs 的 特征 值 始 终 为 1， 所 以 [I - “Rs ] 是 一 个 退化 矩阵 。 特 征 值 对 应 着 特征 向 量 ， 
因此 ， 














[T-°Ry]Ju=[T-°RE]u=0 (5. 512) 
求 内 积 
wd =u: [TT- Rp]s+u :hu 
=[T- Ry]u:s+tu: hu (5.513) 
得 到 
h=u. d (5.514) 
接着 可 以 通过 h 求 s 
S=[7T- Ri (qd -hu) (5.515) 


$5. 15 ”小结 


为 了 分 析 刚 体 的 相对 运动 ， 通 常 在 每 个 刚体 的 质心 位 置 设置 一 个 连 体 坐 标 系 ， 则 刚体 的 
相对 运动 可 以 表示 为 坐标 系 的 相对 运动 。 
某 点 在 两 个 具有 共同 原点 的 笛 卡 儿 连 体 坐 标 系 中 的 坐标 ， 可 以 根据 另 一 坐标 系 3 个 坐标 
轴 的 9 个 方向 余弦 进行 转换 ， 两 个 坐标 系 内 坐标 的 转换 可 以 通过 和 矩阵 转换 实现 。 
Cr = RpSr (5.516) 

















i 
a fn (5.517) 
a | 


式 中 
cos(7,1) cos(1,]) cos(L,k) 
CRg = cos(J,i) cos(J,7) cos( j,k) (5.518) 
cos(K,i) cos(K,i) cos(K,k) 
转换 矩阵 “Rs 是 正 交 和 矩阵， 所 以 其 道 矩 阵 等 于 其 转 置 和 矩阵。 
CR = RE (5.519) 
若 刚 体 坐 标 系 B 和 全 域 坐 标 系 C 有 共同 的 原点 ， 坐 标 系 B 相对 于 坐标 系 C 进行 连续 旋 
转 时 ， 旋 转 和 矩阵 “Rs 与 时 间 相 关 。 
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Cr(t) =°Rg(t) Sr (5. 520) 
则 坐标 系 B 中 一 点 在 全 域 坐标 系 速度 为 
C71) =°0(t) =°Rg(t) Sr= 00p rt) (5. 521) 
式 中 cop 是 斜 对 称 角速度 矩阵 。 
coop = Rg RD (5. 522) 
0 一 03 2 
cop= 0 0 -ol (5. 523 ) 
-wy w 0 





矩阵 cos 与 角速度 向 量 cws = 有关， 该 向 量 等 于 绕 瞬 时 旋转 轴线 习 的 角 速 率 b。 
一 组 相连 刚体 的 角速度 可 以 通过 相 加 求 出 第 n 个 刚体 在 基础 坐标 系 中 的 角速度 。 








n 





0CO， 二 0CO1 + +9 603 二 < 和 mw， = Dw, (5. 524) 
i=1 
全 域 坐标 系 和 附着 在 某 运 动 刚 体 上 坐标 系 之 间 的 相对 时 间 导 数 必 须根 据 如 下 规则 求 出 。 
B 
2 rp=?7p= By = E+ yj 十 之 (5. 525) 
C 
2 pp = CFp = C0p = Xi+Yj+ZKk (5. 526) 
C 
到 4 ps Ne Da et (5. 527) 
B 
人 crp(t=2p 一 cpXcrp=8rp (5. 528) 
下 面 位 置 上 
Crp=°Rpisrp+ dp (5. 529) 


运动 坐标 系 8 中 某 一 点 P 的 全 域 速 度 为 


G C 2 G C 
vp="Tp=cwp( rp- dp)+ dp 














=copx(crp-cdp)+cdn (5. 530) 
连 体 坐标 系 B 和 全 域 坐 标 系 5 原点 重合 时 ， 坐 标 系 妃 中 某 一 点 P 的 全 域 加 速度 为 
Gd op 00g x r+ op x (cen x o7) (5.531) 
式 中 ,cap 是 连 体 坐标 系 B 相对 于 全 域 坐标 系 G 的 角 加 速度 。 
cap = 也 “mn (5.532) 


但 是 ， 当 连 体 坐 标 系 B 相对 于 全 域 坐标 系 6 发 生 刚体 运动 时 ， 则 有 


cd 
G G G G 
ap = vp=capX ("rp-™d;y) 


dt 
+cwpx[cwopx (“rp- dg)] + Cdp (5. 533) 
式 中 “ds 表示 坐标 系 B 的 原点 相对 于 坐标 系 G 的 原点 位 置 。 


两 个 相连 刚体 的 角 加 速度 根据 下 式 计算 。 
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0 0 
00@ =0GQ1 +1aQ2 + ow] X 1002 


5.16 主要 符号 











B, Owz 笛 卡 儿 连 体 坐 标 系 

“ds 连 体 坐 标 系 8 在 全 域 坐标 ” RR， 
系 6 中 的 位 置 向 量 

qd, 在 坐标 系 Bo 中 表示 的 坐标 。 RR, 


系 B, 相对 于 Bi 的 位 置 
6。，6o，6y。  。 欧 拉 角 坐 标 系 的 单位 向 量 。 ?Rs 























G, OXYZ 笛 卡 儿 全 域 坐标 系 

J 关于 i，j ,的 斜 对 称 矩 阵 ?Re 

a 全 域 坐标 系 单位 向 量 | 

a 翼 旋 运动 的 斜 度 有 

P 点 t 

cr 全 域 坐标 系 中 的 位 置 向 量 。 “4 

By 连 体 和 坐标 系 中 的 位 置 向 量 。 “a 

ra, Th,, Th, 旋转 矩阵 的 行 向 量 Wo 

Rz 绕 全 域 坐标 系 Z 轴 的 旋转 。 *，)，” 
和 矩阵 次 了 下 二 人 

证 绕 全 域 坐标 系 了 轴 的 旋转 *，)Y，?，%* 
和 抢 阵 CGQB 

Ry 绕 全 域 坐标 系 X 轴 的 旋转 
和 矩阵 Ok 

R 旋转 矩阵 及 的 时 间 导 数 

“ 从 局 部 坐标 系 到 全 域 坐 标 站 
系 的 旋转 矩阵 2，0 ， 乡 

名 旋转 矩阵 的 转 置 矩阵 CO 

Ws 旋转 和 矩阵 的 逆 矩 阵 

R. 绕 连 体 坐标 系 z 轴 的 旋转 。 6 


习 题 
1. 刚体 上 的 点 和 全 域 旋转 


(5. 534) 


和 矩阵 

绕 连 体 坐 标 系 y 轴 的 旋转 
和 矩阵 

绕 连 体 坐标 系 x 轴 的 旋转 
和 矩阵 

从 连 体 坐 标 系 B 到 连 体 坐 
标 系 Bs 的 旋转 矩阵 
从 全 域 坐 标 系 到 局 部 坐标 
系 的 旋转 矩阵 
螺旋 运动 

时 间 
旋转 轴 和 旋转 角 
瞬时 角 加 速度 轴线 

瞬时 角速度 轴线 
基点 的 连 体 坐 标 

某 点 的 全 域 坐标 

位 移 

在 坐标 系 G 中 表示 的 刚体 
B 的 角 加 速度 

克 罗 内 克 图 数 (Kronecker 
delta ) 

排列 符号 


欧 拉 频 率 

在 坐标 系 G 中 表示 的 刚体 
B 的 角速度 

关于 w 的 斜 对 称 和 矩阵 

















点 在 连 体 坐标 系 B(Oxyz) 中 位 于 rp = (1，2，1)， 该 点 绕 X 轴 旋转 30*， 再 绕 Z 轴 旋 


转 45"， 求 点 己 在 全 域 坐 标 系 中 的 位 置 。 
2. 经 全 域 旋转 后 刚体 上 的 点 


局 部 坐标 系 中 一 点 P 经 全 域 旋转 后 运动 到 “rp = [1,3,2] ， 求 该 点 经 下 面 几 种 旋转 后 在 局 部 


坐标 系 中 的 位 置 
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(a) 绕 Z 轴 旋转 60°。 

(b) 绕 X 轴 旋转 60°。 

(c) 绕 Z 轴 旋转 60*， 再 绕 X 轴 旋 转 60°。 

(d) 女 是 否 可 以 将 以 上 e 项 中 的 旋转 合并 ， 绕 半 轴 和 Z 轴 的 二 等 分 线 只 旋转 一 次 并 获得 
相同 的 结果 ? 

3. 向 量 的 不 变化 性 

一 点 位 于 "rp =[1,2,z] ， 经 过 绕 工 轴 旋 转 60"， 再 绕 2 轴 旋 转 30" 后 位 于 








求 z， 对 ，Y。 
4. 女 定 长 度 向 量 
试 证 明 向 量 的 长 度 不 会 随 旋转 而 改变 。 
ler | =1°Rg,Sr | 
试 证 明 刚 体 上 两 个 点 之 间 的 距离 不 会 随 旋 转 而 改变 。 
1Spi -pl = 1°RgSp1 - “Rpgsp,l 
5. 全 域 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 角 
计算 下 面 旋转 和 矩阵 的 全 域 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 角 : 
0.53 -0.84 0.13 
3R,.= 0.0 0.15 0.99 
-0.85 -0.52 0.081 





6. 刚体 上 的 点 ， 局 部 旋转 

试 求 位 于 ?rp =[2,2,3] 7 的 刚体 上 的 点 ， 绕 x 轴 旋 转 60° 后 的 全 域 坐标 。 

7. 两 次 局 部 旋转 

试 求 位 于 ?rp =[2,2,3]" 的 刚体 上 的 点 ， 绕 x 轴 旋 转 60"， 再 绕 z 轴 旋 转 60° 后 的 全 域 
坐标 。 

8. 局 部 旋转 与 全 域 旋转 的 组 合 

试 求 位 于 ?rp =[10,10, -10]" 的 刚体 上 的 点 ,， 绕 x 轴 旋 转 45"， 再 绕 Z 轴 旋 转 60° 后 的 
全 域 位 置 。 

9. 全 域 旋 转 与 局 部 旋转 的 组 合 

试 求 位 于 ?rp =[10,10, -10]" 的 刚体 上 的 点 ， 绕 碟 轴 旋转 45"， 再 绕 z 轴 旋 转 60° 后 的 
全 域 位 置 。 

10. 娘 旋转 矩阵 欧 拉 角 

试 求 下 面 旋转 矩阵 的 欧 拉 角 : 








0.53 -0.84 0.13 
2sR = 0.0 0.15 0.99 
-0.85 -0.52 0.081 
11. 克 两 次 旋转 的 等 效 欧 拉 角 
试 求 对 应 下 面 旋转 矩阵 的 欧 拉 角 : 
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2Rc =4) .454.30 

12. 妈 三 次 旋转 的 等 效 欧 拉 角 
试 求 对 应 下 面 旋转 矩阵 的 欧 拉 角 : 

2Rc =4..604) 454.。30 
13. 局 部 和 全 域 位 置 ， 欧 拉 角 
试 求 由 “rp =[1,1,0]" 移动 到 ?rp =[0,1,1]" 时 的 欧 拉 角 。 
14. 旋转 矩阵 的 元 素 
旋转 矩阵 “Rs 的 元 素 为 














cos(77) cos(1,]) cos(L,k) 
CRg = cos(J,1) cos(/,7) cos( j,k) 
cos(K,i) cos(K,i) cos(K,k) 
如 果 “rm = (0.7071，-1.2247，1.4142) 是 位 于 * 轴 上 的 一 个 点 ， 而 “rm = (2.7803， 
0.38049，-1. 0607) 是 位 于 y 轴 上 的 一 个 点 ， 试 求 “Rj。 
15. 局 部 位 置 ， 全 域 速度 
一 刚体 以 稳定 角速度 a =2rad/s 绕 Z 轴 转 动 ， 刚 体 上 的 一 点 位 于 
5 
好 = 30 











试 求 该 点 的 全 域 速度 。 
16. 全 域 位 置 ， 稳 定 角速度 
一 刚体 以 稳定 角速度 w =2rad/s 绕 2 轴 转 动 ， 刚 体 上 的 一 点 位 于 
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如 果 t=0 秒 时 体 坐 标 系 与 全 域 坐标 系 重 合 ， 试 求 经 过 上 = 3 秒 后 该 点 的 全 域 位 置 。 
17. 绕 x 轴 旋 转 
某 连 体 坐 标 系 以 35°/s 的 速度 绕 * 轴 旋 转 ， 试 求 转 到 45" 时 的 角速度 矩阵 。 
18. 组 合 旋转 和 角速度 
某 连 体 坐标 系 绕 2 轴 旋 转 30"， 然 后 绕 工 轴 旋 转 30"， 再 绕 工 轴 旋 转 90"， 求 连 体 坐 标 系 的 
旋转 矩阵 。 如 果 刚 体 绕 Z 轴 、Y 轴 和 XX 轴 旋转 的 角速度 分 别 是 a =20%/s, B = -40 ws 和 ?= 
55°%/s， 试 求 其 角速度 和 矩阵。 

19. 在 连 体 坐标 系 中 表示 角速度 

点 己 在 连 体 坐 标 系 B(Oxyz) 中 位 于 rp = (1,2,1) ， 连 体 坐 标 系 绕 以 y =75°/s 的 角速度 
绕 X 轴 转动 30*， 再 以 a =25°/s 的 角速度 绕 Z 轴 转 动 44"， 求 &ws。 

20. 全 域 侧 倾 -俯仰 - 横 摆 角速度 

全 域 侧 倾 - 俯仰 - 横 摆 旋转 的 参数 分 别 为 : a =30°, 8 =30°, y =30*，aw =20%/s， B= 
-20 "人 s 和 y =20*/s， 试 求 其 角速度 。 
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21. 侧 倾 -俯仰 - 横 摆 角速度 


侧 倾 -俯仰 - 横 摆 参数 分 别 为 w =20°/s， 6 = -20 "/s 和 7 =20*/s， 旋 转 和 矩阵 为 
0.53 -0.84 0.13 
“Re = 0.0 0.15 0.99 
-0.85 -0.52 0.081 





试 求 ko 和 emwp。 
22. 女 局 部 和 全 域 坐 标 系 中 求 微 分 


设 有 一 个 局 部 坐标 系 中 的 0 =ti +j， 局 部 坐标 系 B8 在 G 中 以 a 绕 Z 轴 旋 转 , 试 


B ? B 
dp "de de 
er Cy 和 po 


23. 太 角 速度 指数 的 转换 

试 证 明 :&6% = “RBcw3 Rg 
24. 局 部 位 置 ， 全 域 加 速度 
某 刚 体 以 固定 角 加 速度 w =2rad/s” 绕 Z 轴 转 动 ， 已 知 a =2rad/s，aw = 7/3rad, 8H 





计算 FT 











试 求 刚体 上 某 点 的 全 域 速度 。 
25. 全 域 位 置 ， 固 定 角 加 速度 
某 刚体 以 固定 角 加 速度 a = 2rad/s: 绕 Z 轴 转 动 ， 且 
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如 有 果 1=0 秒 时 连 体 坐标 系 与 全 域 坐标 系 重合 ， 试 求 经 过 上 = 3 秒 后 该 点 的 全 域 位 置 。 

26. 绕 * 轴 的 转动 

某 连 体 坐 标 系 以 角 加 速度 -5 "/s  ， 角 速度 35 °/s 绕 * 轴 旋 转 ， 试 求 转 到 45° 时 的 角 加 
速度 矩阵 。 

27. 角 加 速度 和 欧 拉 角 

设 欧 拉 角 及 其 导数 为 

p=0.25rad 0 =2.5rad/s w=25rad/s’ 








0= -0.25rad 0 = —4.Srad/s 0 =35rad/s? 
y=0.5rad w=3rad/s w=25rad/s? 

试 计算 连 体 坐 标 系 和 全 域 坐 标 系 中 的 角速度 和 角 加 速度 。 

28. 组 合 旋转 和 角 加 速度 

某 连 体 坐 标 系 绕 Z 轴 旋 转 30"， 然 后 绕 工 轴 旋 转 30"， 再 绕 了 轴 旋 转 90"， 试 求 其 旋转 
矩阵 。 如 果 刚 体 绕 Z 轴 、Y 轴 和 XX 轴 旋转 的 角速度 分 别 是 &=20°%/s, B= -40 %/s 和 =55%/ 

， 试 求 其 角速度 和 矩阵。 如 果 刚 体 绕 之 轴 、Y 轴 和 工 轴 旋转 的 角 加 速度 分 别 是 w=2*/s2 ，B = 

4°/ss 和 y= -6 °/s*， 试 求 其 角 加 速度 矩阵 。 
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车 辆 子 系统 中 用 到 的 多 数 机 械 机 构 是 贸 链 四 杆 机 构 ， 双 A 臂 式 独立 悬 架 机 构 和 梯形 转向 
机 构 即 是 车 辆 子 系统 中 两 个 机 械 机 构 的 范例 。 本 章 将 论述 这 类 机 构 的 分 析 方 法 和 设计 方法 。 


6.1 贸 链 四 杆 机 构 


能 够 相对 其 他 刚性 结构 件 产 生 运 动 的 独立 刚性 结构 件 称 作 构件 ， 构 件 在 不 同情 况 下 也 称 
作 杆 、 体 、 筑 或 件 。 对 于 任意 两 个 或 者 多 个 连 在 一 起 的 构件 ， 如 末 它 们 之 间 不 能 发 生 相对 运 
动 ， 则 称 其 为 单 构件 。 

两 个 构件 通过 关节 连接 ， 其 相对 关节 轴 关节 轴 
运动 可 以 由 一 个 位 于 关节 处 的 坐标 表 
示 。 一 般 的 关节 包括 转动 (旋转 ) 和 
平 动 (平移 ) 两 种 ， 图 6.1 所 示 为 转 























动 关节 和 平 动 关节 的 几何 形式 。 转 动 
关节 (R) ， 类 似 合 页 ， 允 许 两 个 构件 

发 生 相 对 旋转 。 平 动 关 节 (P) ， 人 允许 图 6 1 转动 关节 和 平 动 关节 
两 个 构件 发 生 相 对 平移 。 


由 转动 关节 或 平 动 关节 连接 的 两 个 构件 通过 一 个 称 作 关节 轴 的 线 发 生 相 对 旋转 或 平移 。 
用 于 描述 在 一 个 关节 处 连接 的 两 个 构件 相对 位 置 的 变量 称 作 关节 坐标 或 关节 变量 ， 对 于 转动 
关节 该 变量 为 角度 ， 对 于 平 动 关节 ， 该 变量 为 长 度 。 

一 组 相互 连接 的 构件 叫 作 机 构 ， 有 一 个 构件 连接 或 者 固定 在 地 面 的 机 构 称 作 链 ， 固 定 的 
构件 叫 作 地 面 构件 。 链 分 为 两 类 ， 封 闭环 链 或 称 并联 链 ， 开 放 环 链 或 称 串联 链 。 在 车 辆 的 子 
系统 中 常用 到 的 是 封闭 环 链 ， 开 放 环 链 通 常用 于 机 屁 人 系统 ， 在 机 器 人 系统 中 由 作 动 器 控制 
着 各 关节 处 的 关节 变量 。 

图 6. 2 所 示 为 一 个 匀 链 四 杆 机 构 ， 构 件 1 是 地 面 构件 MN。 地 面 构 件 是 整个 机 构 的 基础 ， 
被 用 作 参 考 构 件 ， 所 有 关节 变量 都 要 相对 地 面 构件 进行 测量 。 构 件 2 即 MA 通常 为 输入 构 








图 6.2 贸 链 四 杆 机 构 
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件 ， 该 构件 由 输入 角 9, 控制 。 构 件 4 即 NB 通常 为 输出 构件 ， 该 构件 具有 角度 位 置 mw 。 构 
件 3 即 48 为 关联 构件 ， 该 构件 具有 角度 位 置 6 ， 且 使 输入 构件 和 输出 构件 发 生 关联 。 和 输出 
构件 和 关联 构件 的 角度 位 置 9, 和 9， 是 构件 长 度 和 输入 变量 9, 角度 值 的 函数 ， 角 度 9 和 0 
可 以 通过 下 式 计 算 。 























0 =2arctan| -B+ 人 2 | (6.1) 
03 =2aretan| -E+ | (6.2) 
式 中 
A=J3 -J +(1-.),)cos0, (6.3) 
B= -2sing, (6.4) 
C=J +Js-(1+.,)cos0, (6.5) 
D=Js -J +(1 +.)cos0, (6.6) 
下 = -2sing, (6.7) 
F=Js + -(1-./)cos0, (6.8) 
并 且 
万 a (6.9) 
a 
,KR 
J -人 (6.11) 
= (6. 12) 
2 _ 12 2 12 
J 全 2 (6. 13) 


证 明 : 贸 链 四 杆 机 构 可 以 用 一 个 向 量 环 表示 ， 如 图 6. 3 所 示 。 各 向 量 的 方向 可 以 任意 选 
取 , 但 是 ， 各 向 量 的 角度 要 相对 % 轴 的 正方 向 测量 ， 各 构件 的 向 量 表示 见 表 6. 1。 




















图 6.3 用 向 量 环 表示 贸 链 四 杆 机 构 
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表 6.1 6.3 中 所 示 较 链 四 杆 机 构 的 向 量 表示 




































































构件 名 称 向 量 长 度 度 变量 
1 地 面 构件 ri d 0 =180° 一 
2 输入 构件 7 a 0, 0 
3 关联 构件 六 4 03 03 
4 输出 构件 ra c 04 04 
全 域 坐标 系 6 中 的 向 量 环 为 





cr + cr + -rs3=0 (6. 14) 
式 中 
cr = -di (6. 15 ) 
Cy, =a(cosg)7 +sing)7 (6. 16) 
Cys =0(cosg37 +sing37) (6. 17) 
Cyy =c(cosb47 +sin047 ) (6.18) 











左上 标 G 表示 该 向 量 以 固定 着 地 面 构件 的 全 域 坐 标 系 表示 。 在 式 〈6. 14) 中 代入 笛 卡 儿 坐 
标 系 的 平面 向 量 得 到 
-di+a(cosg i+sing, 7) +b(cos0s t+ sings 7) (6. 19) 





—c(cos04 ?+sings 7) =0 
这 里 可 以 将 式 (6.19) 分 解 为 正弦 和 余弦 分 量 。 
asin0。 + bsin03 -csin04 =0 (6.20) 
—d+acos0, +bcos03 -ccos04 =0 (6.21) 
为 了 获得 输入 角 9, 和 输出 角 04 之 间 的 关系 ， 需 要 在 式 (6. 20) 和 式 (6.19) 中 消除 关 
联 角 0;。 将 不 含 0， 的 项 移 到 方程 式 的 男 外 一 侧 ， 并 对 两 侧 取 平方 ， 得 到 下 面 的 方程 式 : 




















(bsing;3)” = ( -asing, + csinO4 )” (6. 22) 
(beos03)” =( ~—acos0, +ccos0ys +d)” (6.23) 
有 了 式 (6.22) 和 式 (6.23) 后 化 简 ， 得 到 下 式 : 
Jicos04 — Jcos0, +J3 =cos(04 -0,) (6.24) 
式 中 
d d a —b* +c +d? 
人 用 = 一 = 一 J3 = Bo (6.25) 
式 (6. 24) 称 作 弗 罗 伊 登 斯 坦 等 式 (Freudenstein’s equation ) ， 该 等 式 可 以 用 三 角 函 数 展开 。 
2tan 人 1 - tan? 人 
sin04 = 一 一 一 一 cos04 = 一 一 一 一 一 (6. 26) 
1 +tan2 2 1 + tan? > 
下 式 是 更 为 实用 的 方程 式 
4am + Blan + C=0 (6.27) 





式 中 ,4、B 和 C 是 输入 变量 的 函数 。 
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4=. —J1+(1—.J,)cos0, (6.28) 
B= -2sing, (6.29 ) 
C= +J3-(1+.,)cos0, (6. 30) 
式 (6.27) 是 关于 tan (4/2) 的 二 次 方程 ， 可 以 用 来 求解 输入 角 为 9, 时 的 输出 角 9,。 
04 =2arctan -B+ VB -44C (6.31) 
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为 了 获得 输入 角 6 和 关联 角 0 之 间 的 关系 ， 需 要 消除 式 (6.20) 和 式 (6.21) 中 的 给 
出 角 04。 将 不 含 04 的 项 移 到 方程 式 的 右 侧 ， 并 对 两 侧 取 平方 ， 得 到 下 面 的 方程 式 : 




















(csing4 )? = (asing, + bsing; )” (6. 32) 
(ccos04)” = (acos0, + bcos03 — d)” (6.33) 
有 了 式 (6.32) 和 式 (6. 33) 后 化 简 ， 推 导 得 到 下 式 : 
Jicos03 +Jacos0, +Js =cos(03 -0 ) (6.34) 
式 中 
式 (6.34) 展开 并 变形 为 
es i (6.36) 
2 2 
式 中 D, 入 是 输入 变量 的 函数 。 
D=Js -J +(l1+/J)cos0, (6.37) 
EF= -2sing, (6.38) 
F=Js+) -(1-./J)cos0, (6. 39 ) 
式 (6.36) 是 关于 tan (983 人 2) 的 二 次 方程 ， 可 以 用 来 求解 关联 角 9;。 
03 =2arctan BH WE -4DF (6. 40 ) 





2D 

给 定 a, 8, c 和 d 后 , 式 (6.31) 和 式 (6.40) 作为 输入 角 0 的 函数 可 以 用 于 计算 输出 角 
04 和 关联 和 角 03。o 

例 230 和 锐 链 四 杆 机 构 的 两 种 构 型 

对 任意 角 6,， 如 果 a, 5, c 和 4d 取 适 当 值 ， 通过 式 (6.1) 和 式 (6.2) 会 得 出 两 种 输 
出 角 04 和 关联 角 0 的 值 。 两 个 解 都 可 以 实现 ， 每 一 个 输入 角 9, 均 可 以 获得 两 个 不 同 的 
构 型 。 

一 组 合适 的 a, 5, c,d) 值 使 匀 链 四 杆 机 构 形 成 一 个 封闭 的 环 ， 同 时 可 以 令 式 
(6.1) 和 式 (6.2) 的 根 为 实数 。 





























例如 某 机构 的 值 为 
a=1 b=2 c=2.5 d=3 (6.41) 
J,, i=1, 2, 3, 4, 5 是 连 杆 长 度 的 函数 ， 且 等 于 
用 ==3 
a 2 
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a -bh +c 上 dl 





J3 A =2.45 
a 
J] = 全 =1.5 
C2 一 一 0 一 1 
J 3 = -1.9375 (6.42) 
则 接着 可 以 计算 二 次 方程 的 系数 。 
A = -0.6914213562 B= -1.414213562 
C =3. 894365082 D = -3. 169733048 (6.43) 
E= -1.414213562 F =1.416053390 
在 式 (6.1) 和 式 (6.2) 中 取 负 号 ，0, = T/4rad =45° 时 输出 角 和 关联 和 角 分 别 为 
0 =2rad 一 114. 73° (6. 44) 


03 0. 897rad ~=51.42° 
在 式 (6.1) 和 式 (6.2) 中 取 正 号 ,输出 角 和 关联 和 角 分 别 为 
04~= -2.6rad~ -149° (6.45) 
0 一 -1.49Srad= -85.7° 
图 6.4 所 示 为 2 =45° 时 贸 链 四 杆 机 构 两 种 可 能 的 构 型 。 图 6. 4a 中 的 构 型 称 作 凹面 型 、 
无 交叉 型 或 提 肘 型 ， 图 6. 4b 中 的 构 型 称 作 上 四面 型 、 交 叉 型 或 沉 肘 型 。 














罗 6.4 同一 输入 角 0, 时 一 个 匀 链 四 杆 机 构 的 两 种 可 能 构 型 














例 231 匀 链 四 杆 机 构 的 速度 分 析 
通过 求 式 (6.20) 和 式 (6.21) 的 时 间 导 数 可 以 对 贸 链 四 杆 机 构 进 行 速度 分 析 。 


d, ， l 
Ty! asing, + bsin03 -csing4 ) (6.46) 
= aw, cos0, + bmw3acosg3 — cwacos04 =0 
d 
i —d +acosg + bcos03 - ccos0s) (6.47) 
= ~ aw,sing, - bow3asin03 + cw4sin04 =0 
式 中 
2 二 0 CO03 二 03 4 三 Oa (6.48) 
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假设 0 和 wo; 给 定 ， 且 9 、b 从 式 (6.1) 和 式 (6.2) 获得 ， 则 通过 式 (6.46) 和 式 
(6.47) 可 以 求 得 ws 和 mw4。 
_2 sin( 0 0 
4 sin( 04 — 0;) 4 
a sin( 0, -04) 
%3 0) sin( 04 S02 
例 232 贸 链 四 杆 机 构 运 动 关 节 的 速度 
已 知 9,，、93、04 的 值 以 及 速度 w，、w3、w4， 就 可 以 计算 图 6.3 中 点 4 和 号 的 绝对 速度 
和 相对 速度 。 一 点 的 绝对 速度 是 指 相对 于 地 面 构件 的 速度 ， 一 点 的 相对 速度 是 指 相对 于 某 运 
动 点 的 速度 。 
点 4 和 点 B 的 绝对 速度 为 


Ca C 
VA=cw X 7 


(6.49) 


(6.50) 





0 acos0, — aw, sing, (6. 51) 
= 0 x asing, = aw,cos0, 
> 0 0 
Cvp = 604 X ra 
0 ccosO4 一 cw4sin04 (6. 52) 
= 0 x csng = cow4cos04 
Wa 0 0 
点 BB 相 对 于 点 4 的 速度 为 
— cwasings — aw, sing, 
Va/A = Va- VA = colcosg — aw;cos0, 
0 0 (6. 53) 


aw> sin0, — cwa sinOa 
= cwacos04 -aw cos0, 
0 
点 B8 相 对 于 点 4 的 速度 也 可 以 用 下 式 求 出 


C 一 2 本 C 
vp/4= Ry 0p= "Ry vp= Ross X Ts) = 003 X 73 














0 bcosb3 lmw3 Sin03 ( 6.54 ) 
= 0 x pbsin0 = bowacosOs 
3 0 0 


式 (6.53) 和 式 (6.54) 均 正确 且 可 以 互相 转换 。 
例 233 贸 链 四 杆 机 构 的 加 速度 分 析 
通过 求 式 (6.46) 和 式 (6.47) 的 时 间 导 数 可 以 对 贸 链 四 杆 机 构 进 行 加 速度 分 析 。 


d 
te amw5a cos0, + ba cosg3 — cwacos0s ) 





(6.55) 


= QQa2ocosb + bascos03 — ca4cosb4 


— aw?sing, — bw3sing3 + cwisin0 =0 
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d : 
i ~ 02 sing, — pmw3 sin03 + cw4sing04 ) 
(6.56) 
= -aoaosin0 -paa3sin03 + cosasinOs 
2 b 2 2: = 
— aw3cos0, — bwscosQ3 + cwiycos04 =0 
式 中 
oa = 中) 
(6.57) 
Q3 = 3 
Q4= 4 


假设 02 、w 和 o 作为 输入 构件 运动 学 的 条 件 给 定 ， 由 式 (6.1) 和 式 (6.2) 求 出 6,、 
04， 由 式 (6.49) 和 式 (6.50) 求 出 w3、w4， 最 后 就 可 以 通过 解 式 (6.55) 和 式 (6. 56) 
求 出 Q3 和 CQ4o 




















CC; -CiCe 


“GCs -C0 BB 
C3 Cs C» Ce 
gC CC (6.59) 
式 中 
Ci =csin04 CC, =bsinOs 
C3 = a sing, + amwzcosb， + bw3cos03 — cwicosOy (6. 60) 


C4 =ccos04 Cs=beosO; 
C6 = aaocosb, — aw?sing, — bo3sings + cwising 
例 234 和 贸 链 四 杆 机 构 运 动 关节 的 加 速度 
已 知 贸 链 四 杆 机 构 的 角度 运动 学 参数 6,、03、94、w2、w3、w4、Q2、Q3 和 ao， 就 可 以 
计算 图 6.3 中 点 4 和 B 的 绝对 加 速度 和 相对 加 速度 。 
点 4 和 B 的 绝对 加 速度 为 


C C C 
a =ca2 xX Ty + ew ( cw X 72 ) 


， 2 
— a sin0, — aw3 cos0, (6.61) 
= am;cos0, - aw?sing, 
0 
7 C G 
ap =ca4 X Ta + owa( cw4 X 74) 
， 
一 Ca4SInO4 — cowfcosO04 (6. 62) 


= caycosO4 -cwisin04 
式 中 


Cr, = asing, cr = csinOs (6. 63) 





0 0 

cwz= 0 cw4= 0 (6. 64) 
2 04 
0 0 

CQ2 = 0 GOQ4 二 0 《6. 65 ) 
QO Qa4 





点 B8 相 对 于 点 4 的 加 速度 是 


C 芭 C C 
ap/4 = ca3 X 73 + cw3( cw3 XT) 


— bossing - bjcosb3 (6. 66) 
= baacos03 - bew3sings 
0 
式 中 
beosO3 0 0 
G7, = bsing， cw3= 0 ca= 0 (6. 67 ) 
0 0s 05 


例 235 格拉 晓 夫 准则 
贸 链 四 杆 机 构 是 否 能 够 获得 一 个 旋转 构件 可 以 通过 格拉 晓 夫 准则 判断 ， 假 设 4 个 构件 的 
长 度 为 sa、1、p 和 gqg， 其 中 








/= 最 长 构件 
5= 最短 构 件 
pP,9= 田 两 个 构件 
按照 格拉 晓 夫 准则 ， 如 果 满 足 如 下 条 件 ， 机 构 中 就 存在 一 个 旋转 构件 。 
l+s<p+g (6.68) 

















格拉 晓 夫 机 构 的 几 种 类 型 如 下 ; 
1) 最 短 构件 作为 输入 件 ， 则 该 机 构 为 曲柄 - 摇 杆 机 构 。 
2) 最 短 构件 作为 地 面 构件 ， 则 该 机 构 为 曲柄 - 曲柄 机 构 ， 又 称 连 杆 机 构 、 双 曲柄 机 构 。 
3) 所 有 其 他 的 情况 ， 该 机 构 为 摇 杆 - 播 杆 机 构 ， 又 称 双 摇 杆 机 构 。 
例 236 ” 饼 链 四 杆 机 构 的 极限 位 置 
如 果 铵 链 四 杆 机 构 的 输入 件 能 够 转动 ， 而 输出 件 停止 转动 ， 则 称 该 机 构 处 在 极限 位 置 ， 
此 时 输入 件 和 联动 件 之 间 的 角度 为 180* 或 360。。 如 果 铵 链 四 杆 机 构 存 在 极限 位 置 ， 则 必须 
经 设计 师 确认 ， 以 保证 机 构 设计 的 适用 性 。 图 6. 5 所 示 为 某 个 饺 链 四 杆 机 构 的 极限 位 置 。 
用 6 、6 表示 输出 件 的 极限 角 ， 用 9,,，、9,, 表示 相应 的 输入 角 。 这 些 角 可 以 计算 






























































如 下 : 
+0) +d 一 ec 
0,, =arccos| 4 es ] (6. 69 ) 
2 7 2 
0 =arccos[ (+ -| (6.70) 
b-a)*+d -eo 
0,, =arccos| ( 3 -| (6.71) 
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(2 -ao) -de 






































04,, =arccos Fd (6.72) 
a) b) 
图 6.5 某 匀 链 四 杆 机 构 的 极限 位 置 
输出 件 的 掠 角 为 
$=0, -04, (6.73) 


例 237 和 匀 链 四 杆 机 构 的 死 点 位 置 

贸 链 四 杆 机 构 的 输入 件 被 锁 止 时 ， 称 该 机 构 处 在 死 点 位 置 ， 此 时 输出 件 和 联动 件 之 间 的 
角度 为 180° 或 360*。 如 果 匀 链 四 杆 机 构 存 在 死 点 位 置 ， 则 必须 由 设计 师 决 定 ， 以 确保 机 构 
不 会 在 死 点 位 置 卡 住 。 某 一 匀 链 四 杆 机构 的 死 点 位 置 如 图 6.6 所 示 。 








a b) 360” 
图 6.6 某 贸 链 四 杆 机 构 的 死 点 位 置 





























用 04n、 04 久 表示 输出 件 的 死角 ， 用 0,pi、 0;m 表示 相应 yy 的 输入 角 。 这 些 角 可 以 计算 
如 下 : 














0 ,=arcos[ 生 二 一 他 二 (6.74) 
a 到 + : (6.75) 

0»,, =arccos| +a 人 (6.76) 
04,, | -eb 3 (6.77) 











例 238 文 应 用 弗 罗 伊 登 斯 坦 等 式 设计 匀 链 四 杆 机 构 
设计 一 个 机 构 ， 可 以 想象 为 确定 各 构件 的 长 度 以 使 其 完成 某 一 特定 功能 ， 应 用 到 以 下 











弗 罗 伊 登 斯 坦 等 式 
Jicos04 — Jcos0, +J3 =cos(04 -0,) (6.78) 
a 
ER 让 宇 法 到 8 —b* +c +d (6.79) 
a c 2ac 





可 以 确定 一 个 贸 链 四 杆 机 构 的 输入 -输出 关系 。 这 个 公式 可 以 用 来 设计 一 个 实现 3 个 相 
关 输 入 -输出 角度 的 匀 链 四 杆 机 构 。 

图 6.7 所 示 为 四 种 常用 风 窗 玻璃 乔 水 器 系统 ， 最 常用 刊 水 器 系统 是 双 臂 平行 式 的 ， 在 大 
多 数 乘 用 汽车 上 应 用 。 尽 管 双 臂 反 向 式 刮 水 器 自 20 世纪 开始 应 用 ， 但 其 应 用 并 不 广泛 。 单 
臂 简 单 式 刮 水 器 效果 不 是 很 好 ， 可 控 单 臂 乔 水 器 可 使 刊 水 面积 最 大 化 。 

刊 水 器 用 在 风 窗 玻璃 和 前 照 灯 处 ， 图 6. 8 所 示 为 某 个 双 臂 平行 刮 水 器 的 机 构图 。 该 系统 
用 一 个 匀 链 四 杆 机 构 作为 主要 机 构 来 匹配 左 、 右 乔 水 器 的 角度 位 置 。 一 个 双 杆 组 件 或 二 杆 机 
构 将 驱动 电动 机 和 主 匀 链 四 杆 机 构 相 连 ， 从 而 把 电动 机 输出 的 旋转 运动 转换 为 刮 水 器 的 往复 
运动 。 

图 6. 9 中 所 示 为 主 铵 链 四 杆 机 构 输 入 和 输出 件 的 3 个 不 同位 置 。 其 中 9 和 bs 分别 表示 
输入 件 的 开始 角度 和 终止 角度 ，64 和 93 分 别 表 示 输 出 件 的 开始 角度 和 终止 角度 。 为 了 设计 
该 机 构 ， 必 须 匹 配 左 、 右 刮 水 片 在 开始 和 终止 时 的 角度 位 置 。 此 外 ， 在 总 刮 扫 角 度 中 间 位 置 
再 增加 一 个 匹配 角度 ， 并 开始 通过 匹配 表 6. 2 中 的 各 角度 来 设计 一 个 贸 链 四 杆 机 构 。 


CA 



























































双 辟 平行 式 双 臂 反 向 式 
单 辟 简单 式 单 辟 凸轮 控制 式 











到 6.7 四 种 常用 的 风 窗 玻璃 刊 水 器 系统 
将 输入 角 和 输出 角 代 人 弗 罗 伊 登 斯 坦 等 式 ， 即 式 〈6. 24) 


Jicos04 -Jpcos0 +J3 =cos(04 -0,1) 
Jicos0 -Jpcosg + J3 = cos(0s, - 0») 
Jicos0s3 — .Jcos0s3 +J3 = cos( 043 — 0»3) (6.80) 























然后 得 到 下 面 方程 组 
Jicos2.74 — J,cos2.75 +.J3 = cos(2.74 -2.75) 
Jicosl.7 -J,cosl.97 +J3=cos(1.7—-1.97) 
Jicos0. 468 — J,cosl. 213 + .J3 = cos(0. 468 -1.213) (6. 81) 
方程 组 式 (6. 81) 对 未 知 量 用 ，Js 和 .3 呈 线 性 ， 即 
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I 








6.8 某 双 臂 平 行 式 风 窗 玻 璃 刊 水 器 机 构 























图 6.9 处 于 不 同位 置 的 刮 水 器 主 匀 链 四 杆 机 构 输入 件 和 输出 件 
表 6.2 图 6.9 所 示 双 项 平 行 式 贸 链 四 杆 机 构 的 匹配 角度 


























序号 输入 角 输出 角 
. 0 =157.6° ~2.75rad 04 =157.2°~2.74rad 
2 6 =113. 1° ~1. 97rad 0 =97.5° ~1.7rad 
3 0 =69.5°~1.213rad 03 =26. 8° ~0. 468rad 
-0.92044 0.9243 1 只 0. 99995 
-0.12884 0.38868 1 J, = 0.96377 (6. 82) 
0.89247 -0.35021 1 万 0. 73509 
得 到 如 下 解 : 
人 2. 5284 
J, = 3.8043 (6. 83) 


J -0.18911 
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其 中 的 3 个 系数 三 ，] 和 J 用 于 求解 4 个 构件 的 长 度 。 
所 以 可 以 通过 设 定 一 个 构件 的 长 度 ， 并 根据 物理 状况 解 方程 求 出 另外 3 个 构件 的 长 度 。 习 惯 
上 令 a =1， 并 据 此 求 其 他 长 度 ， 此 时 ， 就 可 以 增长 或 缩短 构件 的 长 度 满足 需要 的 几何 关系 ， 
进而 设计 机 构 。 本 例 的 解 为 
a=1 b=2.8436 c=0.66462 d=2.5284 (6. 85) 
假设 某 实 际 乘 用 车 左右 固定 关节 MM 和 WN 之 间 的 距离 为 4d=75cm， 最 后 可 以 求 出 如 下 


长 度 : 


























a =296mm b=843mm 
c=197mm d=750mm (6. 86) 


该 机 构 的 初始 位 置 如 图 6. 10 所 示 。 


| 750 >| 


19> 
0- 843 


到 6. 10” 风 窗 玻 璃 刮 水 器 主 贸 链 四 杆 机 构 初 始 位置 〈 单 位 : mm) 





296 












































例 239 文 ”输入 件 和 输出 件 的 等 刮 扫 角 
现 将 例 238 中 的 风 窗 玻璃 刮 水 器 置 于 总 刮 扫 角 的 中 间 位 置 ， 设 为 第 二 个 匹配 点 。 





Be 
2 
bm = =920~1. 605rad (6. 87) 




















该 匹配 点 的 第 一 刊 扫 角 和 第 二 刊 扫 角 相 等 ， 尽 管 不 能 保证 左 、 右 刊 片 的 角速度 保持 恒定 ,但 
是 刊 扫 角 相同 会 使 和 大 水 带 的 运动 更 为 规则 ， 见 表 6. 3。 
表 6.3 图 6.9 所 示 的 双 辟 平行 式 主 匀 链 四 杆 机 构 的 等 刊 扫 角 匹配 点 















































序号 输入 输出 
1 0 =157.6°~2.75rad 04 =157.2°~2.74rad 
2 0,, =113.55°~1. 982rad 04 =92° ~1. 605rad 
3 0 =69. 5° ~=1.213rad 03 =26. 8° ~0. 468rad 











将 表 中 角度 代入 式 (6. 24) ， 得 到 下 面 方程 组 
Jicos2.74 - J,cos2.75 +.J3 =cos(2.74 -2.75) 
Jicos1. 605 - .JPPcos1.982 + .J3 =cos(1.605 -1.982) 
Jicos0. 468 - J,cosl. 213 + .J3 =cos(0. 468 -1.213) (6. 88) 


上 述 方程 组 可 以 写成 对 未 知 量 J ，Js。 和 Js 的 矩阵 形式 
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-0.92044 0.9243 1 矶 0. 99995 
-0.0332 0.3993 1 J, = 0.929589 (6. 89) 
0.89247 -0.35021 1 万 0.73509 





得 到 如 下 解 : 
用 0. 276 
万 总: 收看 (6. 90 ) 
J 0.699 
取 a=1， 则 三 个 系数 六， J 和 .Js 
2 人 2 
这 六 a —b ”+c +d (6.91) 
a 2ac 
接着 可 以 求 出 构件 的 长 度 
a=1 b=0.803 c=0.46 d=0.276 (6.92) 





假设 某 实 际 乘 用 车 刊 水 器 左 、 右 固定 关节 导入 之 间 的 距离 为 4d=75cm， 则 可 以 据 此 
计算 出 下 面 各 尺寸 : 
wa=2717mm b=2182mm 
c=1250mm d=750mm (6.93) 
因为 构件 长 度 可 能 比 车 辆 宽度 还 长 ， 所 以 上 述 尺 寸 未 必 能 够 实用 。 
由 此 可 见 ， 机 构 设 计 很 大 程度 上 依赖 于 第 二 匹配 点 ， 所 以 应 该 通过 选择 一 个 合适 的 第 二 
匹配 点 来 设计 预期 的 结构 。 
例 240 女 ”第 二 匹配 点 和 构件 长 度 
为 了 检验 例 238 中 第 二 匹配 点 对 风 窗 玻璃 刮 水 器 机 构 设 计 的 影响 程度 ， 设 
157.6 +69.5 
且 令 94, 作 为 变量 。 该 刊 水 恬 系 统 主 贸 链 四 杆 机 构 的 3 个 匹配 点 的 数据 见 表 6. 4。 
表 6.4 图 6.9 所 示 的 双 辟 平行 式 匀 链 四 杆 机 构 中 变化 的 第 二 匹配 点 














=113.55°~=1. 982rad (6.94) 
























































序号 输入 偷 出 
1 0 =157.6°~2.75rad 04 =157. 2° ~2.74rad 
2 0 =113. 55° 一 1. 982rad 0 
3 0 =69.5°~1.213rad 0s3 =26. 8° ~=0. 468rad 


代入 式 (6. 24)， 得 到 
Jicos2. 74 - J,cos2.75 + =cos(2.74 -2.75) 
Jicos0a -Jcosl. 982 + J3 =cos(0s -1.982) 
J1cos0. 468 - J,cosl. 213 + .J3 =cos(0. 468 -1.213) (6.95) 
求解 该 方程 组 可 以 得 到 如 下 解 : 
79. 657cos( 04, -1.9815 ) -70. 96 
79. 657cos0s + 13. 828 
93. 642cos(05 -1.981) +13.681cos0s, -81. 045 
om 65. 832cos6， + 11. 428 
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_32. 357 —25. 959cos( 0 -1.981) +53.184cos( 0 ) 6 96 
人 11. 428 +65. 83cos( 0 ) (90) 
地 面 构 件 的 左 、 右 固定 关节 WM 入 之 间 的 距离 为 4d=75cm， 应 用 系数 用，J， 和 
d d a —b* +c +d? 
= 万 = 生 于 (6.97) 


进而 将 构件 a, 5 和 < 的 长 度 作 为 94 的 函数 求 出 。 图 6. 11 所 示 为 角度 bp 对 构件 长 度 的 
影响 。 

为 了 把 机 构 布 置 在 发 动机 舱 盖 下 的 狭窄 空间 ， 应 使 构件 a 和 < 的 长 度 远 小 于 地 面 构件 d 
的 长 度 。 基 于 图 6. 11， 一 个 可 用 解 的 角度 在 bo = 100° 附 近 。 图 6. 12 所 示 为 角度 在 bo = 
100° 附 近 时 的 放大 图 。 


500 





400 


300 


长 度 /cm 





26.8 45 64 82 101 120 138 157.2 


图 6.11 作为 0 函数 的 构件 a, b 和 c< 的 长 度 








长 度 /cm 





Ourad 











.12 作为 4; 函数 的 构件 a, 5 和 < 的 长 度 最 优 设计 附近 曲线 的 放大 图 


| 
CN 
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为 了 使 4。 和 < 的 长 度 小 于 100mm， 选 取 go =99. 52*~1.737rad， 则 系数 万 ， 刀 和 万 为 


人 9. 740208376 
J], = 14.06262379 (6. 98) 
万 -3. 032892944 


d =750mm 时 各 构件 的 长 度 为 
wa=77mm b=772mm 
c=53.3mm d=750mm (6.99) 
上 面 构件 组 成 了 一 套 紧 凑 、 合 理 的 机 构 ， 图 6. 13 所 示 为 处 于 初始 位 置 的 风 窗 玻璃 刊 水 
器 匀 链 四 杆 机 构 的 最 终 设 计 。 


人 


772 














图 6. 13 ”处 于 初始 位 置 的 风 窗 玻璃 刮 水 器 主 匀 链 四 杆 机 构 的 最 终 设计 【〈 单 位: mm) 


例 241 太 ”设计 连接 电动 机 的 双 杆 组 件 

因为 输入 件 和 输出 件 都 必须 在 特定 的 区 间 内 摆动 ， 所 以 风 窗 玻璃 乔 水 器 的 匀 链 四 杆 机 构 
是 一 个 摇 杆 - 播 杆 机 构 。 为 了 驱动 刮 片 并 将 其 运动 限制 在 设 定 区 域 ， 可 以 设计 一 套 双 杆 组 
件 。 首 先 ， 根 据 实际 情况 选择 设置 安装 旋转 电动 机 的 点 。 如 图 6. 14 所 示 ， 令 驱动 该 机 构 的 
电动 机 安装 在 已 点。 接着， 在 输入 件 上 选取 与 双 杆 组 件 第 二 个 杆 连接 的 点 。 尽 管 通常 用 选 
关节 8B 作为 最 佳 点 ， 本 设计 将 连接 点 选 在 输入 件 的 延伸 部 分 ， 以 D 表示 ,并 在 关节 D 和 P 
之 间 设 计 长 度 分 别 为 4 和 5p 的 双 杆 组 件 。 该 机 构 在 初始 位 置 时 ， 关 节 D 与 电动 机 P 之 间 的 
距离 最 长 。 当 机 构 在 最 终 位 置 时 ， 关节 D 与 电动 机 PP 之 间 的 距离 最 短 。 分 别 以 1 和 s 分别 表 
示 关 节 D 和 PP 之 间 的 最 长 距离 和 最 短 距离 。 




























































































图 6. 14 ”处 于 初始 和 最 终 位 置 的 和 天 水 融 主 匀 链 四 杆 机 构 的 最 终 设计 方案 (单位 : mm) 
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1=P 与 D 之 间 的 最 长 距离 
s =P 与 D 之 间 的 最 短 距离 
pP，4=P 与 D 之 间 的 双 杆 的 长 度 
关节 P 与 D 之 间 的 距离 最 长 时 ， 双 杆 组 件 的 两 个 杆 应 该 彼此 分 开 并 处 于 一 条 直线 上 ，P 
与 D 之 间 的 距离 最 短 时 ， 两 个 杆 应 该 彼此 重合 并 处 于 一 条 直线 上 。 因 此 ， 
l=g+p s=qg-p (6. 100) 
设 p 为 双 杆 组 件 最 短 杆 的 长 度 ，d 为 最 长 杆 的 长 度 ， 解 方程 组 (6. 100) 得 到 p 和 4 的 表 
达 式 : 


p= q = (6. 101) 
本 例 中 ， 
Le dh (6. 102) 
计算 得 到 p 和 
pe (6. 103) 


风 窗 玻璃 刊 水 属 主 铵 链 四 杆 机 构 最 终 设计 方案 的 初始 和 最 终 位 置 以 及 驱动 电动 机 位 置 如 
图 6. 14 所 示 。 双 杆 组 件 的 短 杆 p 与 电动 机 在 PP 点 连接 ， 长 杆 则 与 关节 人 D 连接 ， 并 与 短 杆 在 
C 处 连接 。 电 动机 驱动 短 杆 PC 以 角速度 w 旋转 ,长 杆 CD 则 驱动 四 杆 机 构 并 保证 刮 片 杆 件 
不 会 超出 初始 角 和 最 终 角 。 

例 242 贸 链 四 杆 机 构 在 车 辆 中 的 应 用 

双 A 辟 悬 架 在 道路 车 辆 独立 悬 架 中 应 用 非常 普遍 ， 图 6. 15 所 示 为 一 个 双 A 臂 悬 架 及 其 
对 应 的 运动 学 模型 ， 车 轮 装 在 连 杆 点 C 处 ， 双 A 臂 悬 架 又 称 作 双 横 臂 悬 架 。 




















图 6.15 ” 匀 链 四 杆 机 构 式 双 A 臂 悬 架 


6.2 滑 块 - 曲柄 机 构 


图 6. 16 所 示 为 一 个 滑 块 - 曲 
柄 机 构 。 滑 块 - 曲柄 机 构 是 匀 链 四 
杆 机 构 的 一 种 ,构件 1 是 地 面 构 
件 ， 是 整个 机 构 的 基础 和 参照 。 构 
件 2 即 MA 通常 作为 输入 件 ， 控 制 
输入 角 0,。 构 件 4 是 滑 块 ， 通 常用 
作答 出 件 。 输 出 变量 为 滑 块 与 地 面 
构件 上 某 固定 点 的 水 平 距 离 *， 国 














图 6.16 滑 块 -曲柄 机 构 
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定点 一 般 在 转动 关节 屠 处 。 如 果 滑 块 沿 着 一 平面 滑动 ， 则 可 以 用 一 条 通过 且 平 行 于 滑动 
平面 的 直线 定义 水 平 线 。 构 件 3 即 48 是 连接 构件 ， 用 于 连接 输入 件 和 输出 滑 块 ， 其 角度 位 
置 为 68 。 因 为 该 机 构 的 输入 件 是 一 个 能 够 360° 旋 转 的 曲柄 ， 输 出 件 是 一 个 滑 块 ， 所 以 该 机 
构 称 作 滑 块 - 曲柄 机 构 。 

输出 滑 块 的 位 置 和 连接 杆 的 角度 9， 是 杆 长 度 和 输入 变量 % 角度 值 的 函数 。 该 函数 为 








A El Ye (6. 104) 
0 = arcsin | | (6. 105) 
式 中 
GC = -2acos0,; (6. 106) 
H=a’ +e’ -b? -2aesing; (6. 107) 





证 明 : 图 6.17 中 用 向 量 环 表示 滑 块 - 曲柄 机 构 ， 各 个 向 量 的 方向 可 以 任意 选 定 ， 但 是 
其 角度 应 该 与 向 量 的 方向 相对 应 ， 并 以 正 的 * 轴 方 向 为 基准 。 各 构件 及 其 向 量 的 表示 见 
表 6.5。 

















全 




















图 6.17 用 向 量 环 表 示 滑 块 - 曲柄 机 构 




















表 6.5 图 6.17 中 滑 块 -曲柄 机 构 的 向 量 表示 





























构件 向 量 长 度 角度 变量 
1 cy, 01 =180° S 
2 7 a DO DO 
3 Cr b 03 03 
4 Cr e 04 =90° > 
向 量 环 公式 为 
c7 + Cr, -rs3— r=0 (6. 108) 
将 向 量 公 式 分 解 为 正弦 分 量 和 余弦 分 量 ， 获 得 两 个 独立 的 方程 。 
asin0, ~ bsing3 ~e =0 (6. 109) 
acosG, ~ bcosG3 -~s =0 (6.110) 
为 了 推导 输入 角度 9, 和 输出 位 置 之 间 的 关系 ， 需 要 在 式 (6.109) 和 式 (6.110) 之 
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间 消 去 连接 杆 角 度 6 。 将 含 0， 的 项 移 到 方程 式 一 侧 ， 并 对 两 侧 取 平方 ， 得 到 











(bsing3)” = (asing, -~e)’ (6.111) 
(beos03)” = (acos0, —s)” (G6. 1123 
结合 式 6.111) 和 式 (6. 112) 可 以 得 到 如 下 方程 
-2ascosb +a’ +e* -b* —2aesing, =0 (6. 113 ) 
或 
s*+Gs+H=0 (6. 114) 
式 中 
G = -2acos0， (6. 115 ) 
H=a’ +e’ -b? -2aesing; (6.116) 
式 (6.114) 是 ;的 二 次 方程 ,求解 后 得 到 两 个 根 : 
A ems | Ve 44 1 


为 了 获得 输入 角度 2 和 连接 杆 角度 0， 之 间 的 关系 ,可 以 通过 式 (6.109) 和 式 
(6.110) 求 出 0。 


0; = acsin| | (6. 118) 
3 —acos0, 
03 = arccos| 一 一 一 一 (6. 119 ) 

















如 果 长 度 a, 5 和 e 已 知 ， 可 以 用 式 (6.117) 和 式 (6. 118) 计算 作为 输入 角度 9, 函数 
的 输出 变量 s 和 关联 变量 6 。 

例 243 ”一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 可 能 构 型 

对 于 任意 角度 6, 和 适当 的 长 度 a, 5 和 e， 由 式 (6.117) 可 以 求 出 输出 变量 * 的 两 个 可 
能 解 ， 这 两 个 解 都 可 行 并 构成 两 种 不 同 构 型 的 机 构 。 一 组 合理 的 长 度 值 (a, 5,，e) 能 够 令 
式 (6. 117) 的 根 为 实数 。 

本 例 中 ， 设 菜 消 块 - 曲柄 机 构 各 杆 长 度 为 














a=1 b=2 e=0.5 (6. 120) 
在 0 = m/4rad =45° 时 ,为 得 到 可 能 的 构 型 首先 计算 二 次 方程 式 (6. 114) 的 系数 
G= -2acos0, = -1.4142 (6. 121) 
H=a’ +e” -bb —2aesing, = -3.4571 (6. 122) 
代入 式 (6. 117) 得 到 
a | (6. 123 ) 


对 应 的 关联 角度 9， 可 以 从 式 (6. 118) 或 式 〈6. 119) 求 得 。 
(| 
-b 








§ — acos0, 


-b 


03 =arcsin arceos| 


3. 037rad 一 174” 
| (6. 124 ) 


0. 103rad~5.9° 
图 6. 18 所 示 为 2 =45° 时 两 种 可 能 的 构 型 。 
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图 6.18 输入 角 % 相同 时 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 可 能 构 型 





例 244 滑 块 -曲柄 机 构 的 速度 分 析 
将 式 〈6. 109) 和 式 (6. 110) 对 时 间 求 导 可 以 进行 滑 块 - 曲柄 机 构 速度 分 析 ， 





和 asing, -bsin03 -e) = aw,cos0, -bw3cos03 =0 (6. 125) 
(acosb, —beos03 —s) = -aw,sing, +bwasinG3 ~ s =0 (6. 126) 

式 中 
w=0, wa=03 (6. 127) 


假设 0, 和 ws 已 知 ， 且 b 能 从 式 (6.104) 和 式 (6.105) 获得 ， 则 可 以 通过 式 
(6. 125) 和 式 (6. 126) 求解 $s 和 ws。 
3 _ sin(t -0) 


S 


amw， (6. 128) 


CosO03 
cosO2 a 
03 二 cosg b 2 
例 245 滑 块 - 曲柄 机 构 运 动 关节 的 速度 
图 6. 17 中 ， 如 果 0, ，0;，s 的 取 值 和 速度 w,，w3，5; 已 知 ， 则 可 以 计算 点 4 和 8B 的 绝 
对 速度 与 相对 速度 。 点 4 和 B 的 绝对 速度 为 


Ge 6 
24 二 CO2 X 7 


(6. 129) 


0 acos0, — aw, sin0, 
= 0 x asing, = aw,cos0, (6. 130) 
2 0 0 
sin( 03 一 0 ) 5 
了 CosO03 
co = $i= (6. 131) 
0 
0 
点 BB 相对 于 点 4 的 相对 速度 为 
ee 
sin(6s -0,) — aw, sin0, 
cos03 4 
= — aw>cos0, 
0 


0 
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: OF 
aw>sin0, + a ood sin( 03 —0,) 
(6. 132) 
— aw>c0s0> 
0 
同样 也 可 以 用 以 下 方法 求 出 点 B 相 对 于 点 4 的 相对 速度 
vp = "Ry va = "R203 Xr3) = ca3 x Ts 
0 beosQ3 = bs sing03 
= 0 x bsin0 = bwoacosg3 (6. 133 ) 
03 0 0 


式 (6.132) 和 式 (6. 133) 都 正确 且 可 以 相互 转换 。 
例 246 滑 块 -曲柄 机 构 的 加 速度 分 析 
由 式 (6. 125) 和 式 (6. 126) 对 时 间 求 导 可 以 进行 滑 块 - 曲柄 机 构 的 加 速度 分 析 。 


和 aw; cos0, -Dowa3cosb3 ) 











= Qaocos0 -basacos03 — awzsing， 十 bo3 sing3 =0 (6. 134) 
于 — aw2zsin0 + bwasing3 — s ) 


= ~ a sing; - ba3sin03 + aw3cosO, + bw3cos03 -$=0 (6. 135) 
式 中 
oa =w aq =03 (6. 136) 
假设 0。，ws 和 a 的 值 作为 给 入 件 运动 学 给 定 ，s，0; 由 式 (6.104) 和 式 (6.105) 求 
出 ，s,，w3 由 式 (6.128) 和 式 (6.129) 获得 ， 则 可 以 通过 解 方程 式 (6.134) 和 式 
(6.135) 求 3 和 aa3。 





—a osi bj cos2 2cos( 0, — 
人 a ossin( 0, +03) +bw3cos203 + awscos( 0, - 03) (6. 137) 


cos03 





2 2 
aQ; C0s0, — aw’s sing, + bew3sinO3 
Q3 二 





(6. 138) 


beosQ3 
例 247 滑 块 - 曲柄 机 构 运 动 关节 的 加 速度 
已 知 滑 块 ps 曲柄 机 构 的 运动 学 参数 0 ， 03 ， $5, OW) ， WW3, 5 ，Q2 ，0Q03 和 5 后 ， 即 可 计算 
点 4 和 8B 的 绝对 加 速度 和 相对 加 速度 ， 如 图 6. 17 所 示 。 
点 4 和 8B 的 绝对 加 速度 为 


C C C 
a =ca2 X Ty + ew X (cw X 72) 





— a sing, — aw? cosO, 
= aq;cos0, - aw?sing, (6. 139) 


0 


ca 三 3 


-aoaosin(6, +03) + bw3cos203 + aw?cos( 0, -0;) 
cos0 
(6. 140) 


0 
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点 B8 相 对 4 的 加 速度 为 
ap = 6003 X rs3 + cw3 X (cos Xr3) 


—b assings — bw3cosOs 


= bascos03 - bw3sing, (6. 


0 
例 248 滑 块 -曲柄 机 构 的 极限 位 置 
滑 块 -曲柄 机 构 的 输入 杆 能 够 转动 ， 而 输出 滑 块 运动 停止 时 ， 称 滑 块 处 于 其 极限 


141) 


位 置 。 


这 种 情况 发 生 在 输入 件 和 连 杆 之 间 的 角度 为 180* 和 360° 的 时 候 。 通 常 滑 块 - 曲柄 机 构 的 极 





限 位 置 会 在 设计 要 求 提 出 ， 某 一 请 块 - 曲柄 机 构 的 极限 位 置 如 图 6. 19 所 示 。 





a) b) 





图 6.19 滑 块 -曲柄 机 构 的 极限 位 置 






































邻 y11， 9; 表示 输入 件 的 极限 角度 ， 令 六 SMax， suin 表 示 相 应 的 滑 块 水 平 距离 ， 这 些 值 可 
以 通过 下 面 的 公式 计算 : 
O11 = arcsin < (6. 142 ) 
smax = V(+O) 一 e- (6. 143) 
po =aresin [| (6. 144) 
Smin = V(b-a)’-e (6. 145 ) 
滑 块 往复 运动 的 行程 长 度 为 
3 二 3SMax 一 Smin = (+a) —e”— (8 -oa) 一 e (6. 146) 
J 急 回 滑 块 - ue 
0» 12 ee 1 
ti | ea (6. 147 ) 
从 SMax 到 ih 的 返 回 时 间 为 
Om 1 e e 
0 acsin (5S) -naresin( 5 5) (6. 148) 
如 果 e=0， 则 
bm =0° 0,1 =180° (6. 149) 
因此 ， 
四 = = (6. 150) 
2 


而 当 e <0 时 ， 
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ty <ti (6.151) 
滑 块 将 更 加 快速 地 返回 到 swn， 这 样 的 机 构 称 作 急 回 机 构 。 


6.3 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 


如 图 6. 20 所 示 为 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 ， 该 机 构 是 一 个 匀 链 四 杆 机构 。 构 件 1 为 地 
面 构件 ， 是 整个 机 构 的 基础 和 参照 件 。 构 件 2 即 MA 通常 用 作 输 入 件 ， 并 受 输入 角 0, 控制 。 
构件 4 是 滑 块 ,通常 用 作 输 出 件 。 构 件 4 与 地 面 构件 间 是 一 个 旋转 关节 ， 与 连接 件 3 即 4B 
之 间 是 一 个 移动 关节 。 输 出 变量 可 以 是 请 块 与 水 平面 之 间 的 角度 ， 也 可 以 是 48 的 长 度 。 构 
件 3 即 4B 是 连接 件 ， 角 度 值 为 3。 

如 果 将 一 个 滑 块 -曲柄 机 构 的 连接 件 固定 在 地 面 ， 则 可 以 构成 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 
构 。 改 变 着 地 件 会 生成 一 个 称 作 前 述 机 构 反 向 机 构 的 新 机 构 。 因 此 ， 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 是 
原 滑 块 - 曲柄 机 构 的 反 向 机 构 。 





























人 人 人 
M () N 


图 6.20 ”一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 


























输出 滑 块 的 角度 位 置 0, 和 连接 件 长 度 5 是 各 杆 长 度 和 输入 角 多 .的 函数 ， 这 些 变量 为 : 














b= + Va +d? -e? -2adcos0, (6. 152) 

2 
04=03 + T=2arctan| H+ vH -46! (6. 153) 

2 2C 

式 中 

G=d-e-acos0, (6.154) 
H =2asin0, (6. 155 ) 
7=awcos0 ~-d-e (6. 156) 





证 明 : 图 6. 21 所 示 是 一 个 用 向 量 环 表示 的 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 。 图 中 各 个 向 量 的 方向 
可 以 任意 选 定 ， 但 是 其 角度 应 该 与 向 量 的 方向 相对 应 ， 并 以 正 的 * 轴 方 向 为 基准 ， 各 构件 及 
其 向 量 的 表示 见 表 6. 6。 

向 量 环 公式 为 














< + ry -3 -cr =0 (6. 157) 
将 向 量 公式 分 解 为 正弦 分 量 和 余弦 分 量 。 


asing， -bsin 0 -了 | -esin0, =0 (6. 158) 


—d +acos0, -bsin 0 -了 | —ecos04 =0 (6. 159 ) 
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多 6.21 反 向 滑 块 -曲柄 机 构 的 运动 学 模型 




















表 6.6 6. 21 中 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 向 量 表示 









































构件 向 量 长 度 度 变量 
or 证 0 =180° d 
2 ‘> a 0 0 
3 yy b 0 0 或 0 
4 Cr e 04 =03 +90° 
为 了 推导 输入 角度 9, 和 输出 角 % 之 间 的 关系 ， 需 要 在 式 (6.158) 和 式 (6.159) 之 间 


消去 5 得 到 





(acosg, -d)cos0 +ausingsin04 -e=0 (6. 160 ) 
为 了 表述 方便 并 有 利于 计算 机 编程 ， 可 以 采用 三 角 函 数 方程 形式 
2tan 人 ] 一 a 
sin0 =2 一 一 一 cos04 = 一 一 一 一 (6. 161 ) 
] 十 园地 ] 十 am 
将 式 〈6. 160) 转换 成 更 实用 的 形式 
Clam + Hian W +1=0 (6. 162) 





式 中 ，G、H 和 7 是 输入 变量 的 函数 。 
为 了 推导 输入 角度 0 和 输出 角 4 之 间 的 关系 ， 在 式 (6.158) 和 式 (6.159) 之 间 消 去 
b 得 到 











G=d-e-acos0, (6. 163) 
H =2asin0, (6. 164) 
7=acos0 -d-e (6. 165) 
式 (6.162) 是 tan(04 人 /人 2) 的 二 次 方程 ， 可 以 用 来 求 输入 角 04。 
2 
04 =2 arctan| 二 也 二 3 -4Cl (6. 166) 


为 了 获得 输入 角度 0, 和 连接 杆 长 度 5 之 间 的 关系 ， 可 以 通过 式 (6.158) 和 式 (6. 159) 
求 出 sin04 和 cos04 。 
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abcos0, — aesin0 + bd 








sing04 = pa sr (6. 167) 
bsing, 一 s0, +ed 
cos04 = 一 一 0 二 (6. 168) 


或 者 将 式 〈6. 167) 代入 式 (6.160) 求 出 02。 对 式 〈6. 167) 和 式 〈6. 168) 取 平 方 后 再 相 
加 ， 可 以 得 到 如 下 方程 : 

a -b+d? -e’ -2adcos0 =0 (6. 169 ) 
进而 求 出 5。 





b= 土 Ve +d” -e’ -2adcos0, (6. 170) 
例 250 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 构 型 
对 任意 角度 9, 和 适当 的 a, 5 和 e 取 值 ， 由 式 〈6. 132) 和 式 (6.153) 可 以 求 出 两 组 输 
出 长 度 以 及 连接 杆 角 度 94。 这 两 种 解 都 能 实现 并 可 以 获得 两 个 不 同 的 机 构 构 型 ， 一 组 适当 
的 (a,，d,e) 值 可 以 令 式 (6.152) 和 式 (6.153) 的 根 取 成 实数 。 
设 有 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 ，b% =m/4rad =45” ， 各 构件 长 度 值 为 
a=1 b=0.5 d=3 (6.171) 
式 (6.152) 的 参数 为 
G=d-e-acos0, =1.7929 
H=2asing, =1. 4142 
7=awcos0 ~-d—-e= -2.7929 (6. 172 ) 
则 由 式 (6. 162) 可 以 求 得 两 个 0, 的 两 个 实数 值 


1. 48rad ==84. 8° 
人 | -2. 08rad ~ -120。 (6. 173 ) 
取 b =1.48rad 时 ， 由 式 〈6. 167) 求 得 
b~2. 33 看 
若 取 04 = -2.08rad， 可 得 
b =2. 28 (6.175) 


图 6. 22 所 示 为 机 构 在 9, =45° 时 的 两 种 构 型 。 

















到 6.22 0, =45° 时 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 构 型 





例 251 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 速度 分 析 
反 向 滑 块 -曲柄 机 构 的 速度 分 析 可 以 通过 对 式 (6.158) 和 式 〈6. 159) 求 时 间 的 导数 
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实现 。 
d, ， 
也 asin0 + bcos04 — esinQs ) 
=a wc0s0, -0 w4sin04 + bcosb， —e wacos04 =0 (6. 176) 
于 acos0, + bcosg4 -ecos04 -—d) 
= —a wsing, -0 wasings + beosO4 +e wasingys =0 (6. 177) 
式 中 
wy, = 0» 4 = 3 =0, (6. 178) 
假设 给 出 y 和 ws， 且 5 和 94 通过 式 (6.152) 和 式 (6.153) 获得 ， 则 可 以 求解 式 
(6.176) 和 式 (6.177) 得 到 6 和 ww 。 
(6. 179) 


j = Lows[ beos( 0 -0,) -esin(0 -0,)] 
(6. 180) 


W4 = 3 = wsin( 0 -04) 


例 252 反 向 滑 抉 - 曲柄 机 构 运 动 关节 的 速度 分 析 
已 知 多 ，04, 卢 的 值 以 及 速度 ，ow ，! ， 就 可 以 计算 图 6. 21 中 点 4 和 B 的 绝对 速度 和 


相对 速度 。 点 4 和 B 的 绝对 速度 和 相对 速度 分 别 为 


人 C 
vA=cw X 7 


0 acos0, — a wsing, 
= 0 x asing, = aw,cos0, (6. 181 ) 
02 0 0 
Cy Bs 二 CCO4 X Cp 
0 ecosO4 -emw4sing04 
= 0 x esing4 = emw4cosg4 (6. 182 ) 
4 0 0 
Cv BA = C63 x (一 “rs) 
0 一 0cosO4 Dow4sin04 
= 0 x -bsing = -ao4cosbg4 (6. 183 ) 
4 0 0 
6,, 二 注 6,, 和 co ， 
b wasings — a wsing, 
= -bwcos0 + aw,cos0, 
0 0 
b wasings -a wsing, 
(6. 184) 


a wc0s0, —b wacosOa 


0 
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CE 二 和 G 
VB/B1~ VB VB 


b wasings -a wsing, —e wasinOy 
= aw,cos0, -bwacos0y —- ewacos04 
0 0 
mw4esin04 ~ a wsing, + b wasinOs 
= a wcos0, -mwW4ecos04 —b wacos0s (6. 185) 
0 


例 253 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 加 速度 分 析 
通过 求 式 (6. 176) 和 式 (6. 177) 的 时 间 导 数 可 以 对 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 进 行 加 速度 
分 析 。 


d : ; 
Ti( a wc0s0, -Dow4sin04 + beosO4 -ee wacos0s ) 


2 . (6. 186) 
=a Qc0s0, -a wising, —b aasingy +b wicosOs 
+ b cosg -mwising, ~e aacos04 +e wjising; =0 
d 
Ti( —a wsing, -wd4sin04 + bcosO4 +e wasinga ) 
. 2 > (6. 187) 
= —a Qsing, +a wcos0, -Da4sin04 -b wacosOs 
+ b cosb -Daw4sing +e adsing +e wicos0s =0 
式 中 
Q2 = Q4 = Q3 = 04 = 3 (6. 188) 





假设 2 ，w, 和 os 作为 输入 构件 运动 学 的 条 件 给 定 ， 由 式 (6.152) 和 式 (6.153) 求 出 
5b, 94， 由 式 (6.179) 和 式 (6.180) 求 出 5，w4， 则 可 以 通过 解 式 (6.186) 和 式 
(6. 187) 求 出 65 和 as。 

















7 _ CC12 -CoCio 
b = 一 一 一 一 一 一 (6. 189 ) 
C7C11 -CsCn 
CoCl1 二 CgCl 
全 (6. 190 ) 
” CC -CsCio 
式 中 
C7 =Sing04 
Cs =bcos04 +esing4 
Co =a aosinb。 +a wjicos6, -2 bwacosO, 
+b wisings -e wicosO 
Cio 二 cosO4 
C11 = -bsin04 +ecosb4 
C1 =aoazcos0 -a wising, +2 b wasinOs (6. 191) 


+b wjicosg +e wisinOy 
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例 254 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 在 车 辆 中 的 应 用 
麦 弗 逊 悬 架 是 汽车 独立 式 前 悬 架 的 常用 机 构 ， 图 6. 23 所 示 为 一 个 麦 弗 逊 悬 架 及 其 等 效 
运动 学 模型 ， 其 中 车 轮 安 装 在 连接 件 的 C 点 处 。 
























































到 6. 23 ” 麦 弗 逊 悬 架 是 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 




















减 振 器 的 活塞 杆 位 于 悬 架 支 撑 杆 的 顶部 ， 并 作为 转向 主 销 轴 。 在 底部 ， 减 振 器 支撑 在 位 
于 下 支 臂 的 球 饺 上 。 麦 弗 逊 悬 架 ， 又 叫 查 普 曼 悬 架 ， 由 厄 尔 ' 麦 弗 逊 于 20 世纪 40 年 代 ， 首 
次 应 用 于 1949 年 款 的 福特 Vedette 汽车 上 ， 然 后 又 被 1951 年 款 的 福特 Consul 汽车 采用 ， 并 
因 其 紧凑 性 和 低 成 本 逐渐 成 为 主流 甚 架 系 统 之 一 。 


6.4 瞬时 旋转 中 心 


一 般 刚 体 的 平面 运动 中 ， 在 某 一 瞬间 ， 刚 体 上 任意 一 点 的 速度 可 以 表示 为 绕 某 一 垂直 于 
平面 的 轴 的 旋转 运动 。 该 轴线 与 平面 的 交点 称 作 刚体 相对 于 地 面 的 瞬时 旋转 中 心 ， 瞬 时 旋转 
中 心 又 称 作 瞬 心 、 旋 转 中 心 和 旋转 极点 。 

如 果 已 知 一 个 刚体 上 两 个 不 同 点 4 和 点 也 速度 的 方向 ， 瞬 时 旋转 中 心 了 位 于 速度 向 量 w4 
和 zz 垂直 线 的 交点 ， 如 图 6. 24a 所 示 。 

特殊 情况 下 ， 当 点 4 和 点 了 的 速度 向 量 w 和 zs 均 垂 直 于 直线 4B 时 ， 则 瞬时 旋转 中 心 1 
位 于 直线 48 与 两 个 速度 向 量 末 点 连 线 所 确定 直线 的 交点 处 ， 如 图 6. 24b 所 示 。 

任何 两 个 相对 运动 的 构件 间 都 存在 一 个 瞬时 旋转 中 心 ， 该 瞬 心 位 于 在 两 个 连 体 坐标 系 中 
速度 相同 的 一 个 共同 点 处 。 

三 个 构件 1、2 和 3 的 三 个 瞬 心 加 、723 和 13 位 于 同一 直线 上 ， 这 个 结论 称 作 肯尼迪 法 则 
(Kennedy thoerem ) 。 

证 明 : 设 有 两 个 与 地 面 连接 且 存 在 相对 运动 的 刚体 ， 如 图 6. 25 所 示 。 构 件 1 为 地 面 ， 
构件 2 和 构件 3 分 别 绕 地 面 上 的 点 W 和 点 V 旋转 ， 相 对 地 面 的 旋转 角速度 分 别 为 wx 和 w3， 
这 两 个 构件 在 点 5 处 接触 。 

位 于 好 处 的 旋转 关节 是 构件 2 和 构件 1 之 间 的 瞬时 旋转 中 心 ，， 位 于 放 处 的 旋转 关节 
是 构件 3 和 构件 1 之 间 的 瞬时 旋转 中 心 13。 构 件 2 上 任意 一 点 相对 于 地 面 的 速度 均 垂 直 于 该 




































































b) 
图 6. 24 ”运动 刚体 瞬时 旋转 中 心 7 的 确定 





























图 6.25 由 地 面 构件 1， 运动 构件 2 和 3 构成 的 一 个 三 构件 机 构 

















点 到 以 的 连 线 ， 同 理 ， 构 件 3 上 任意 一 点 相对 于 地 面 的 速度 均 垂 直 于 该 点 到 W 的 连 线 。 因 
此 ， 在 构件 2 上 接触 点 C 的 速度 为 rc， 垂直 于 半径 NC。 在 构件 3 上 接触 点 C 的 速度 为 vi,， 
垂直 于 半径 NC。 

瞬时 旋转 中 心 3 应 该 位 于 两 个 刚体 上 相对 地 面 速度 相同 的 一 点 处 ， 在 接触 点 C 处 画 出 
构件 2 和 构件 3 上 曲线 的 法 向 线 n-n 和 切线 1+-1。 为 了 使 两 个 刚体 保持 接触 ，v 6c 和 wc, 的 
法 向 分 量 应 该 相等 ， 对 法 向 线 n-n 上 任意 其 他 点 也 适用 。 速 度 ve, 和 vc 的 仪 仅 是 其 切 向 分 量 
不 同 。 因 此 ， 瞬 时 旋转 中 心 3 应 该 位 于 法 向 线 n-n 上 的 某 一 位 置 ， 两 个 刚体 在 该 位 置 处 沿 
切线 1 -i 方 向 的 速度 应 该 相等 。 法 向 线 n-n 和 中 心 线 MN 的 交点 是 73 唯 一 可 能 的 瞬时 旋转 
中 心 点 ， 两 个 刚体 在 该 点 处 的 速度 相同 。 因 为 它们 在 法 向 线 n -n 上 的 分 量 相等 ， 所 以 它们 
也 必然 相等 。 

现 定 义 





























1273 = (6. 192 ) 
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a (6. 193) 
由 于 两 个 刚体 的 速度 在 共同 瞬时 旋转 中 心 处 一 定 相 等 ， 则 得 到 
je (6. 194) 
或 者 
wa (6. 195) 
3 /> 1 a 
l 


式 中 ,4 是 地 面 构件 MN 的 长 度 。 
例 255 有 瞬 心 的 数量 
每 两 个 相对 运动 的 刚体 之 间 都 存在 一 个 瞬 心 ， 所 以 在 三 个 刚体 之 间 存 在 三 个 瞬 心 。 在 
个 相对 运动 的 刚体 之 间 存 在 入 个 瞬 心 ， 且 


_n(n —1) 
N= 7 (6. 196) 





所 以 ， 匀 链 四 杆 机 构 存 在 6 个 瞬 心 ，m 、13 、7m、7a 、12 和 14 ， 方 表示 构件 上: 和 7 间 的 瞬时 
旋转 中 心 。 因 为 两 个 构件 间 只 有 一 个 瞬 心 ， 所 以 
1 =1; (6. 197) 
匀 链 四 杆 机 构 、 滑 块 - 曲柄 机 构 、 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 瞬时 旋转 中 心 如 图 6. 26 所 示 。 
两 个 相互 滑动 的 构件 间 的 瞬时 旋转 中 心 位 于 垂直 于 其 共同 切线 的 直线 上 的 无 穷 远 处 ， 所 以 ， 
图 6. 26b 中 的 有 4 位 于 垂直 于 地 面 构件 的 直线 上 的 无 穷 远 处 ， 图 6. 26c 中 的 134 位 于 垂直 于 构件 
3 的 直线 上 的 无 穷 远 处 。 



































图 6.26 贸 链 四 连 杆 机 构 、 滑 块 - 曲柄 机 构 、 反 上 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 瞬时 旋转 中 心 
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图 6. 27 所 示 为 一 个 六 构件 机 构 的 15 个 瞬时 旋转 中 心 。 





lls 





ley 





图 6.27 一 个 六 构件 机 构 的 15 个 瞬时 旋转 中 心 


例 256 瞬时 旋转 中 心 在 车 辆 中 的 应 用 

图 6. 28 所 示 为 一 个 双 A 臂 悬 架 及 其 等 效 饺 链 四 杆 机 构 运 动 学 模型 ， 车 轮 安装 在 连接 件 
4B 处 ， 并 将 上 A 辟 BN 与 下 A 辟 4M 连接 在 一 起 。A 型 臂 在 和 处 通过 两 个 转动 关节 与 
车 身 相 连 ， 车 身 则 作为 悬 典 机 构 的 地 面 构件 。 








图 6.28 双 A 和 臂 悬 架 装 置 的 侧 倾 中 心 及 其 运动 学 模型 
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点 入 和 以 分 别 是 上 、 下 A 臂 相 对 于 车 身 的 瞬时 旋转 中 心 ， 上 、 下 A 臂 延 长 线 的 交点 是 
连接 件 相 对 于 车 体 的 瞬时 旋转 中 心 。 甚 架 运 动 时 ， 和 车轮 将 以 点 71 为 中 心 绕 车 身 旋转 ， 点 1 称 
作 车 轮 与 车 喘 的 侧 倾 中 心 。 

例 257 瞬时 旋转 中 心 未 必 是 固定 的 

如 果 了 瞬时 旋转 中 心 不 在 与 地 面 构件 固定 的 关节 上 ， 则 机 构 运 动 时 ， 瞬 时 旋转 中 心 也 可 能 
会 发 生 移动 。 图 6. 29 所 示 为 一 个 铵 链 四 杆 机 构 的 连接 件 相对 于 地 面 构件 瞬时 旋转 中 心 mas 的 
若干 位 置 。 点 03 随 着 机 构 的 运动 而 移动 ， 且 其 移动 沿 着 如 图 所 示 的 路 径 。 























图 6. 29 ”瞬时 旋转 中 心 03 的 移动 路 径 


对 于 一 组 给 定 的 长 度 a、b、c 和 d， 点 履 、4、B 入 的 坐标 见 表 6.7。 
表 6.7 贸 链 四 杆 机 构 的 坐标 





























点 x 坐标 y 坐标 
M 0 0 
A acos0, asin0, 
B d +ccosgD4 csing4 
N d 0 
直线 M4 的 方程 为 
y= = (tang, )x (6. 198) 
XA 
直线 NB 的 方程 为 
y= a d) =(tanga) (x —d) (6. 199) 
连接 件 4B 相对 于 地 面 MN 的 瞬时 旋转 中 心 23 位 于 直线 MA 和 NB 的 交点 处 。 
tan04 
PE (6. 200) 


tan04 一 tan0> 


tang04tan02 
= d 一 -一 一 一 一 .201 
加 tan04 -tan02 Re 
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图 6. 30 所 示 为 瞬时 旋转 中 心 113 的 坐标 (x,，y) ， 此 时 
a=1 b=2 c=2.5 d=3 (6. 202) 








3 坐标 


nn 














图 6.30 ”以 9, 为 参量 时 瞬时 旋转 中 心 73 的 坐标 (x,，y) 


输入 构件 和 输出 构件 平行 时 ，04 = 加， 此 时 瞬时 旋转 中 心 23 移 至 无 穷 远 处 。 弗 罗 伊 登 其 
坦 等 式 为 


Jicos04 — Jcos0, +J3=cos(04 -0,) (6. 203) 
满足 平行 条 件 时 ， 得 到 
1- (a-c) -b+d 








cos0, ee (6. 204) 
对 于 式 (202) 中 的 取 值 ， 当 0, = 94 时 : 
加 (a-c)” -b+d 2. 1598rad 
OO yao. [so 人 
图 6.31 所 示 为 0 < 0 < 2T 上 







时 瞬时 转向 中 心 113 的 移动 路 径 ， 
自 0 =0 开始 ， 有 从 位 置 1 处 的 
(3，0) 移动 到 位 置 2 处 ， 并 在 
0 一 2. 1598 时 向 无 穷 远 处 移动 。 
0 超过 2.1598 时 ，73 移动 到 位 
置 3， 并 由 此 移动 到 位 置 4， 在 
9, 一 5.3014 时 移动 到 无 穷 远 处 。 
级 时 转向 中 心 23 在 5.3014 <0 < 
27 时 又 出 现在 位 置 5 并 移动 到 
坐标 (3，0) 处 。 

例 258 在 短 墙 上 细 长 杆 的 滑动 

图 6. 32 所 示 为 一 个 细 长 杆 4B 以 点 4 和 C 为 支点 滑动 ， 因 为 点 4 和 CC 在 速度 轴 上 ， 所 
以 可 以 找到 瞬时 转动 中 心 1。 

1 的 坐标 是 参数 9 的 函数 : 


2.1598<0, <5.3014 








0.9818= 0 <2.1598 











图 6.31 0<b <2T 时 瞬时 转向 中 心 03 的 移动 路 径 








X1 =hcotb (6. 206) 
yy =h+xicotb =h(1 +cot0) (6. 207) 
在 x 和 y 之 间 消 去 9， 生 成 1 的 移动 路 径 。 
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(6. 208 ) 














Px 











图 6.32 以 点 4 和 点 C 为 滑动 点 的 细 长 杆 4B 


例 259 太 ”刚体 的 平面 运动 
刚体 的 平面 运动 是 指 刚体 上 所 有 的 点 都 只 在 平行 平面 中 的 运动 ， 所 以 ,要 研究 刚体 的 运 
动 ， 只 需 研 究 一 个 平面 中 点 的 运动 即 可 。 
图 6. 33 所 示 为 平面 运动 中 某 刚体 及 相应 坐标 系 。 刚 体 上 的 某 一 点 了 的 位 置 和 速度 为 : 
Srp= dp + Rp rp= dp + Srp (6. 209) 
Gy»p =edp+ewa X(trp- dy) =°dp +cewp XErp (6.210) 


了 


> ~ 




















到 6. 33 ”平面 运动 中 的 某 刚体 


式 中 ,$4ds 表示 运动 原点 o 相对 于 固定 原点 0 的 位 置 ;* dg 项 为 点 o 的 速度 ;cwp x brp 项 为 点 
P 相对 于 点 o 的 速度 ， 上 述 两 项 均 在 坐标 系 G 中 。 

“op = COB X Brp (6.211) 
尽管 不 是 很 准确 ， 但 有 时 为 了 便于 说 明 ， 分 别 将 $d s 和 cws x frp 理解 为 op 的 平移 速度 分 量 
和 旋转 速度 分 量 。 此 时 ， 刚 体 上 某 一 点 P 的 速度 ， 是 任意 一 点 o 的 速度 $d 与 点 了 相对 于 0o 
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的 角速度 cwp x grp 的 硬 加 。 

相对 速度 向 量 %wpy, 垂 直 于 相对 位 置 向 量 gp， 同 理 ， 也 可 以 认为 点 P 和 点 o 相对 于 另 一 
个 点 @ 的 速度 分 别 垂直 于 gr 和 8rwo。 我 们 能 够 找到 一 点 0， 并 令 其 作为 瞬时 旋转 中 心 ， 
该 点 处 速度 为 0。 点 o， 点 已 和 点 Q 如 图 6. 34 所 示 。 








出 









































图 6.34 平面 运动 中 某 刚 体 的 瞬 体 旋转 中 心 0 
设 瞬 时 旋转 中 心 0 的 位 置 向 量 为 多 wo ， 并 定义 
ro =a0 dp +bocews Xdsp (6.212) 


则 根据 式 (6.210)， 点 @ 的 速度 可 以 表示 为 


G 





人 C CC C 
20= dp+cwpx 7roo= dp 一 copXx ro 
-cl ( ca b ca ) 
= BGOBX(a0 dp+boc wp xX B 


We a ey 
=" dp -aoc wp x dp -boc wp X (cc wp xX dj;) 








=0 (6. 213 ) 
此 时 ， 应 用 公式 
cp = 中 天 (6.214) 
COB( COB xcdp) =(cop ， Cd gp) cep -wdsp (6.215) 
cop * “dp=0 (6.216) 
发 现 
(1+bow’) dp -aocwopxcdp =0 (6.217) 
由 于 “dp 和 cmwap x “ds 必须 垂直 ,由 式 (6. 217) 可 得 
1+b0w =0 ao=0 (6. 218) 
因此 ， 


1 
“ro 2 cowop xX “dg) (6.219) 
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例 260 文 ”加 速度 瞬 心 





对 于 刚体 的 平面 运动 ， 可 以 在 刚体 上 找到 一 点 ， 且 该 点 处 加 速度 为 0。 满足 上 述 条 件 的 
点 称 为 加 速度 瞬 心 。 当 刚体 进行 平面 运动 时 ， 可 以 用 如 图 6. 34 所 示 的 方法 表示 刚体 上 某 一 








点 尸 的 加 速度 。 
“ap = od, + oap X( rp- dp) 
+ cwp XL cw erp -dp)] 


G7 G G 
= "dp + cap XBrp + cop X (cp XErp) 





(6. 220) 


式 中 ， COBp Xx (cp X x Srp ) 为 向 心 加 速度 项 ; CcQp 义 Gi 为 切 向 加 速 束 度 项 。 因为 运动 是 平面 运 


动 ， 所 以 角速度 向 量 始终 平行 于 单位 向 量 上 5 和 K。 
cwp =w kK cap =aKk 
因此 ， 速 度 %vp 和 加 速度 “ap 可 以 简化 为 
“ap = cd + cap X Brp —w Brp 
这 样 就 可 以 找到 一 个 加 速度 为 0 的 点 5， 其 位 置 向 量 表示 为 
“sn = as5d +bscasp x od, 
根据 式 (6.222) 可 知 ， 
“as = cd + cap X Brs —w Brs 
二 ods + CQp X Teyo — wrsyo 
二 cd 十 CQB xX (assd; +bscasp x 人 
-oo (ascdp +bscasp x cdj) 
= ods 十 QSCGB xX “ds +bscap Xx (cas x Cds) 
一 05 wd -bs weap x cd =0 
上 述 公式 简化 后 得 到 
(1 -asw’ -bso?) dgp+(as-bsw)cas x°ds=0 


由 于 5ds 与 ca x “djs 互相 垂直 , 则 必 有 


1 -asw -bsa =0 as -bsw =0 








因此 ， 











加 速度 瞬 心 的 位 置 向 量 等 于 


6 _ 1 2G7 (ep 
7sio = 3 7(@ dp + cap Xx “ds) 
LO” 十 CQ 


6.5 连 杆 点 曲线 





车 轮 通 过 一 套 机 构 与 底盘 连接 ， 从 而 赋予 车 轮 和 车 辆 底盘 之 间 运 动 的 灵活 性 。 
悬 架 机 构 是 双 A 臂 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 。 和 车 辆 的 车 轮 连 接 在 机 构 连 杆 的 一 点 上 ， 


(6. 221) 


(6. 222) 


(6. 223) 


(6. 224) 


(6. 225) 


(6. 226) 


(6. 227) 


(6. 228) 


最 常用 的 
通过 分 析 
































6 ”应 用 机 构 学 261 
连 杆 点 的 位 移 可 以 计算 车 轮 和 底盘 之 间 的 相对 运动 。 
6.5.1 贸 链 四 杆 机 构 的 连 杆 点 曲线 
图 6. 35 所 示 为 一 个 匀 链 四 杆 机 构 MN4B， 其 连 杆 点 位 于 C 处 ,该 机 构 运 动 时 ， 连 杆 点 
C 会 沿 某 一 路 径 运 动 。 
图 6. 35 ”一 个 匀 链 四 杆 机 构 MNAB 和 位 于 C 处 的 连 杆 点 
连 杆 点 的 运动 路 径 称 作 连 杆 点 曲线 ， 设 0, 为 该 机 构 的 输入 变量 ， 连 杆 点 曲线 (xc，yc) 
的 参数 化 坐标 为 
Xe =acos0, +ecos(B -7y +aw) (6. 229 ) 
yc = asin0, +esin(B—-y+a) (6. 230) 
式 中 
_ asing, 
y = arctan ee (6.231) 
412A2 (DT4f 7 
B =arctan 全 < ) (6.232) 
f= Va +d: -2adcos0, (6. 233) 


证 明 : 图 6.35 中 连 杆 点 C 的 位 置 通过 相对 于 连 杆 4B 的 极 坐 标 长 度 e。 和 角度 a 定义 ， 在 
与 大 地 固定 的 笛 卡 儿 坐 标 系 C 中 通过 (xc， yc) 定义 。 各 构件 的 长 度 分 别 用 MA =a，4B = 
0，NB =c 和 MN =d 表示 ， 并 令 表示 角度 人 ANM，B 表示 人 BAN。 通 过 点 4 做 一 条 平行 于 





























地 面 构件 MN 的 直线 /， 可 得 
LNAl= LAANM=7Yy 
LCAl=y 
y=B-Y+a 
则 点 C 的 全 域 坐标 为 
Xc =acos0, +ecosy 


yc = Qsin0 + esiny 


式 中 , y 由 式 (6.236) 获得 ， 角 度 B 利用 入 BAN 根据 余弦 定理 计算 。 





pb + 三 一 co2 


2 太 


cosB = 





(6. 234) 
(6. 235) 
(6. 236) 


(6. 237) 
(6. 238) 


(6. 239) 
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式 中 , f=AN， 在 人 4MN 中 应 用 余弦 定理 ， 根 据 式 (6.233) 可 知 





f= Va + 中 -2adcosb， (6. 240 ) 


在 计算 机 计算 时 ,采用 三 角 函 数 公式 求解 B 更 方便 ， 即 





tan28 = sec28 -1 (6. 241 ) 


并 从 式 (6.239) 中 代入 secB。 





40°f? — (b> + 大 一 c2)” 





根据 点 4 与 地 面 构件 MN 的 垂直 距离 ， 可 以 由 正切 方程 求 出 角度 y。 





B = arctan Rp (6. 242) 
asing, 
y = arctan a (6. 243) 


因此 ， 给 出 a, 5,，c，d,e 和 ea 的 一 组 数值 后 ， 可 以 求 出 坐标 xc 和 yc 的 关于 09, 的 两 个 参数 


化 方程 式 。 





例 261 某 设 计 不 佳 的 双 A 臂 悬 架 机 构 


图 6. 36 所 示 为 一 个 双 A 臂 悬 架 机 构 及 其 等 效 匀 链 四 杆 机 构 运动 学 模型 ， 点 凡 和 点 V 是 
固定 于 车 体 之 上 的 关节 ， 点 4 和 点 B 是 与 车 轮 连接 的 运动 关节 ， 点 5 在 车 轮轴 上 ， 并 假设 

















其 位 于 车 轮 的 中 心 ， 车 轮 文 撑 着 机 构 的 连接 件 。 和 车轮 上 下 运动 时 ， 和 车轮 中 心 点 沿 如 图 所 示 的 


连接 点 曲线 移动 。 理 想 悬 架 机 构 的 车 轮 中 心 应 该 在 悬 架 行程 的 工作 范围 内 垂直 运动 ， 但 是 ， 























的 外 倾角 。 











图 6.36 一 个 双 A 辟 悬 架 机 构 及 其 等 效 贸 链 四 杆 机 构 运 动 学 模型 





甚 架 运动 学 模型 的 小 范围 运动 如 图 6. 37 所 示 ， 图 中 同时 给 出 了 实际 悬 架 和 和 车轮 的 结构 。 
6.5.2 滑 块 -曲柄 机 构 的 连 杆 点 曲线 


图 6. 38 所 示 为 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 ， 连 接点 位 于 C 处 。 该 机 构 运 动 时 ， 连 杆 点 C 将 沿 
连 杆 点 曲线 移动 ， 曲 线 的 参数 化 方程 如 下 : 


角 0, 为 该 机 构 的 输入 角度 ， 











Xe =Qcosg) +ccos(a—Yy) (6. 244 ) 
yc =asing, +csin(a —Y) (6. 245) 
是 方程 组 的 参数 ， 角 y 可 以 由 下 式 计算 获得 。 
sin0, 一 
y = arcsin 一 (6. 246) 


证 明 : 将 平面 笛 卡 儿 坐 标 系 固定 在 地 面 构 件 的 点 履 处 ， 其 x 轴 平 行 于 地 面 ， 即 滑动 平 
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图 6.37 





其 架 运 动 学 模型 的 小 范围 运动 以 及 实际 的 甚 架 和 车 轮 
面 ， 如 图 6. 38 所 示 。 通 过 点 4 做 一 条 平行 于 地 面 的 直线 /， 可 得 





B=a-y (6.247) 
Do C(xc, yc) 











图 6.38 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 及 其 连 杆 点 C 
式 中 ?7 是 连 杆 构件 和 地 面 的 夹 角 。 


则 连 杆 点 5 的 坐标 〈xc，yc) 为 


Xe =acos0, +ccosB 


(6. 248) 
yc =asing, + csinB (6. 249) 
为 了 计算 角 ?7 的 值 ， 观 察 人 4EB 可 知 
AE asing, 一 e 
Siny 二 党 


B= 可 (6. 250 ) 
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从 而 证 明了 式 (6.246)。 因 此 ， 给 出 a, 6,，c,。 和 a 的 一 组 数值 后 ， 可 以 求 出 坐标 xc 和 yc 
的 关于 09, 的 两 个 参数 化 方程 式 。 

例 262 中心 对 称 的 滑 块 - 曲柄 机 构 

图 6.39 中 , 点 C (xc，yc) 是 一 个 中 心 对 称 滑 块 - 曲柄 机 构 的 连 杆 点 。 因 为 e=0， 所 
以 该 机 构 的 运动 具有 中 心 对 中 性 ， 又 因为 c =5， 所 以 该 机 构 的 运动 具有 对 称 性 ， 且 有 0, = 
04。 点 C 位 于 连 杆 构件 48 上， 距离 点 4 长度 为 局 ， 其 中 0<F<1l。 











点 C 的 坐标 为 
Xu = Qcosg + pacosg, =Qw(1 +k)cos0, (6.251) 
yc =asing, -kasing, =a( 1 -hk)sing, (6. 252) 
因此 ， 
cos 0 sing02 (6. 253 ) 
应 用 关系 cos20， 十 sin20， =1， 可 以 证 明 连 杆 点 C 将 沿 一 个 椭圆 运动 。 
2 多 





en Soo 


C(xc, yc) 





y 

















图 6.39 一 个 中 心 对 称 滑 块 - 曲柄 机 构 





6.5.3 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 连 杆 点 曲线 


图 6. 38 中 的 反 向 请 块 - 曲柄 机 构 ， 其 连 杆 点 位 于 C 处 。 该 机 构 运 动 时 ， 连 杆 点 C 将 一 
曲线 移动 ， 曲 线 的 参数 化 方程 如 下 : 














Xu =Qcos0) +ccos(T -Qa—0) (6. 255 ) 
ye =asin0, +csin(T ~Q—04) (6. 256 ) 
0, 为 该 机 构 的 输入 角度 ， 是 方程 组 的 参数 ，0 为 该 机 构 输出 件 的 角度 ， 由 式 (6. 153) 确定 。 
/7 

04 =2arctan -H+ -40! (6.257) 

G=d-e-acos0, (6. 258) 

H =2asin0, (6.259) 

T=acos0, -d-e (6. 260) 

















证 明 : 将 平面 笛 卡 儿 坐 标 系 固定 在 地 面 构件 MY 上 ， 通 过 点 5 做 一 条 垂直 于 地 面 的 直 
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线 ， 定 义 角 度 变量 y = <A4CF， 如 图 6. 40 所 示 。 同 时 为 了 简化 计算 ， 再 定义 另外 三 个 角度 ， 
Bi =Z4VM,，B, = LANB 和 ,Bs = LBEF。 观察 三 角形 入 ACE 可 知 








y=7T-B3-a (6. 261 ) 





















































>x 
图 6. 40 ”一 个 反 向 滑 块 -曲柄 机 构 及 其 连接 点 C 
由 四 边 形 口 EFNB 可 知 
B + LEFN+B, +B1 + LEBN=27 (6. 262) 
同时 由 于 ， 
LEBN=7 (6. 263) 
LEFN=7 (6. 264) 
故 有 ， 
Bs +B, +B1 = (6. 265) 
输出 角 04 
04=m-(B, +Bi) (6. 266) 
则 有 ， 
04 =B3 (6. 267) 
此 时 角 y 可 以 写作 
y=mT-0-a (6. 268) 


式 中 0 为 输出 角 , 见 式 (6. 153)。 


和 





6. 





因此 ,给 出 a,d,c,e 和 a 的 一 组 数值 后 ,可 以 求 出 坐标 xc 和 yc 关于 0 的 两 个 参数 化 方 


呈 式 。 


6 女 万 向 节 
如 图 6. 41 所 示 的 万 向 节 是 一 种 用 于 连接 有 一 定 角度 op 的 两 个 转动 轴 的 机 构 。 万 向 节 又 





被 称 作 胡 克 联 轴 器 、 胡 克 节 、 卡 登 节 或 叉 式 节 。 








图 6. 42 中 是 一 个 实际 的 万 向 节 ,万 向 节 中 含有 四 个 构件 :构件 1 为 大 地 ,该 构件 与 输入 构 








件 2 和 输出 构件 4 之 间 存 在 转动 关节 。 输 入 构件 与 输出 构件 均 与 十 字形 的 构件 3 相连 。 该 万 
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向 节 是 一 个 三 维 四 杆 装置 ,其 中 十 字形 构件 为 连接 
构件 。 

主动 轴 和 被 动 轴 完 成 一 周转 动 的 时 间 相同 ,但 
是 在 转动 过 程 中 , 两 个 轴 的 转动 速率 并 不 是 实时 相 y 
等 的 。 输 出 轴 4 转动 角速度 相对 于 输入 轴 2 转动 角 
速度 的 比 称 作 速 比 2, 该 值 是 输入 轴 角 度 位 置 9 和 
两 轴 之 间 夹 角 9 函数 。 

CO04 COS 
CO 1— ed 40523099 

证 明 : 万 向 节 的 形式 很 多 ， 但 是 如 果 不 考虑 其 
具体 构造 ， 一 个 万 向 节 应 具备 的 基本 结构 如 图 6. 42 
所 示 。 每 个 连接 轴 的 轴 端 都 装 有 一 个 忆 形 连接 又 ， 
两 个 忌 形 连接 又 同时 与 一 个 刚性 十 字形 构件 相连 ， 图 6.41 万 向 节 
该 十 字形 构件 的 四 个 连接 头 分 别 装 在 两 个 忌 形 连接 又 上 的 轴承 内 。 主 动 连接 又 转动 时 ， 十 
字形 构件 将 以 4B 为 轴 相 对 于 连接 又 旋转 ， 十 字形 构件 同时 又 以 CD 为 轴 相 对 于 被 动 连接 又 
旋转 。 









































| 字形 构件 D 














图 6. 42 ”四 构件 万 向 节 : 构件 1 为 大 地 ,构件 2 为 输入 件 ， 构 件 4 为 输出 件 ， 十 字形 构件 为 连接 构件 


尽管 主动 轴 和 被 动 轴 同 时 完成 一 周 的 旋转 ， 但 是 转动 过 程 中 两 个 轴 的 转动 速率 并 非 实 时 
相等 。 图 6. 43 所 示 为 分 解 后 输入 件 、 输 出 件 、 十 字形 构件 的 演示 图 。 

十 字形 构件 的 角速度 可 以 表示 如 下 : 

103 =102 + J =1 604 + i (6.270) 

式 中 , 1ws 是 主动 连接 义 绕 x, 轴 旋 转 的 角速度 ; Jw 是 在 大 地 坐标 系 中 十 字形 构件 相对 于 被 
动 连接 义 绕 4B 轴 旋 转 的 角速度 。 

图 6. 44 中 , 户 和 j; 为 沿 十 字形 构件 辟 方 向 的 单位 向 量 ，is。 和 i 为 沿 输入 与 输出 轴 方 向 
的 单位 向 量 。 角 速度 向 量 关系 如 下 : 
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1002 = 





i@04= J4 = 0 (6.272) 本 


ka 0 
i W3213 a 
03= wj B03= fs (6. 273) 图 6.44 万 向 节 的 运动 学 模型 
hk hs 
ta bs 
4003 二 Ww34]4 4003 二 34]3 (6.274) 
ka hs 
从 而 可 以 将 式 (6.270) 简 化 为 
3 + (2172 = 41t4 + 0034]3 (6. 275) 
但 是 ,十 字形 构件 坐标 系 服从 右手 定 则 , 即 
因此 有 ， 
(@3t3 + O62) hy = wat + wa3) * (6.277 ) 
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2172 “ hs = waiia “ ha 

则 要 寻找 的 速 比 a Oa/ Wo1 的 表达 式 为 
2 x 2 . 2 

eh 

21 13 XJ3 "14 


单位 向 量 js 垂直 于 ts 和 i ， 可 以 写作 


J3 =a ia Xis 





式 中 a 是 一 个 系数 ， 此 时 
ta Xja=i3 Xx (at xi3) =alia - (ia * ty)is] 


由 于 


可 以 知道 
W441 i a[ ia — (1 > 1 ) sd 


oy i al ia — (i ta )53] 





a 吕 ” ta COSO 
ee 
如 果 用 9 表示 输入 连接 叉 的 角速度 位 置 , 则 有 


ts3 =cos0J) +sing6i 











ta = cos i1 sing J1 
从 而 得 到 速 比 的 最 终 方程 为 


41 _ COs 





有 
w21 1 -Snpcos 0 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 
(6. 


(6. 


278 ) 


279 ) 


280 ) 


281) 


282) 


283 ) 


284) 
285) 


286) 


上 式 表 明 ， 虽然 两 轴 同 时 完成 一 周 的 旋转 ,但 是 两 轴 转 速 之 间 的 速 比 却 随 主动 轴 旋 转角 
度 0() 的 变化 而 变化 ， 同 时 速 比 又 是 两 轴 间 夹 角 角度 9 的 函数 。 因 此 ， 尽 管 主动 轴 的 角 速 


度 ww 为 等 速 ， 被 动 轴 的 角速度 wi 却 不 能 保持 等 速 
例 263 太 ”图 解 万 癌 节 速 比 0Q 
图 6.45 中 , 将 QQ 作为 9 和 wp 
的 函数 ， 绘 出 了 2 的 三 维 曲 面 图 ， 
ee 周 过 程 中 






































的 角度 与 每 能 的 两 轴 夹 角 所 
对 应 的 ee 
-TT<0<T -TT<p<T 
(6. 287) 
图 6.46 是 2 的 二 维 图 ，p 到 
10" 时 ， 速 比 的 波动 不 大 。 但 是 当 图 6.45 “万 向 节 的 三 维 速 比 曲面 〈2 为 输入 角 0 和 
两 轴 夹 角 p > 10" 时 ， 则 不 能 再 假设 输入 轴 与 输出 轴 夹 角 的 函数 ) 


速 比 2 为 常量 。p =90° 时 万 向 节 将 被 卡 住 ， 因 为 理论 上 讲 
a 


(6. 





288) 
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-一 一 一 一 一 -一 - 一 一 -一 一 -一 一 
3 4 9 
Birad 


-J 











图 6.46 二 维 速 比 曲 线 (0 为 输入 角 9 和 输入 轴 与 输出 轴 夹 角 ep 的 函数 ) 









































图 6.47” 极 坐标 中 速 比 变化 规律 (2 为 0 和 9 的 函数 ) 








例 264 文 旋转 一 周 中 wa 的 最 大 值 和 最 小 值 





02 的 最 大 值 为 
a (6. 289) 
COSO 
此 值 发 生 在 0=0,T (6. 290) 
0 的 最 小 值 为 
(2 = cosp (6. 291) 
此 值 发 生 在 
T 3T7 
0= DPE (6. 292) 


例 265 交 ” 双 万 向 节 
为 了 消除 由 万 向 节 连 接 导 致 的 输入 轴 和 输出 轴 之 间 速 比 的 不 一 致 性 ， 可 以 增加 一 个 万 向 
令 这 两 个 万 向 节 之 间 的 中 间 轴 相对 于 输入 轴 和 输出 轴 都 具有 变化 的 速 比 ， 最 终 可 以 使 输 
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入 轴 与 输出 轴 之 间 的 总 速 比 为 1。 图 6. 48 所 示 为 两 种 可 行 布置 方案 ， 这 两 种 布置 方案 能 够 
消除 有 夹 角 或 偏 置 的 两 个 轴 之 间 的 万 向 节 速 比 偏差 。 





















































图 6.48 ”消除 有 夹 角 或 偏 置 布置 的 两 轴 间 万 向 节 速 比 偏差 的 两 种 可 行 方案 


























例 266 文 ”万 向 节 公 式 的 另 一 种 证 明 
考虑 图 6. 42 中 的 万 向 节 ， 自 输入 轴 的 轴线 方向 观察 ， 可 以 发 现 点 4 和 点 B 在 沿 一 个 圆 
运动 ， 而 点 C 和 点 D 在 沿 一 个 椭圆 运动 ， 如 图 6. 49a 所 示 。 


区 
[7 Bs 
4A B) 
| yy Dp; 
) 











B 





4 1 


D 


Di 
b) 


a 


图 6.49 从 输入 轴 方 向 观察 的 十 字形 构件 的 旋转 








这 是 因为 点 4 和 点 B 是 在 垂直 于 输入 轴 的 一 个 平面 中 的 加 上 运动 ， 而 点 C 和 点 D 则 是 
在 输入 轴 垂 直方 向 转 过 了 角度 p 的 平面 中 的 一 个 圆 上 运动 。 假 设 万 向 节 刚 开始 旋转 时 ， 十 
字形 构件 的 轴线 CD 处 于 由 CD 所 在 运动 平面 和 4B 所 在 运动 平面 的 交 线 处 ， 如 图 6. 49a 所 
示 。 如 有 果 轴 线 4B 转 过 角度 9， 则 轴线 CD 的 投影 也 会 在 椭圆 上 转动 ， 如 图 6. 49b 所 示 。 但 
是 ，CD 转 过 的 角度 为 6,， 而 自 输出 轴 方向 观察 轴线 CD， 其 转 过 的 角度 为 0。 

从 输入 轴 方 向 观察 ， 轴 线 4B 转 过 角度 86 后， 从 41B1 开始 ， 然 后 运动 到 4,8,。 从 同一 
视角 观察 ， 轴 线 CD 从 C1D1 开始 ， 然 后 运动 到 C,D,。 但 是 ， 如 果 从 输出 轴 的 方向 观察 ， 轴 
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GR CR CR 
DR tang04 = tanb0 CR = Cos (6. 293) 
因此 ， 
tang = tan04 cosp (6. 294) 
取 导 数 后 变 为 
0 〇 2 





一 cosp (6. 295) 


csc20 csc204 


在 式 (6.294) 和 式 (6.295) 之 间 消 去 0,， 可 以 获得 输入 轴 与 输出 轴 角 速度 之 间 的 关系 。 





COSW 





w (6. 296) 


4 
求 出 的 速 比 与 式 (6. 269) 相同 。 


OO4 _ COSO 本 COSO 
人 = 一 = 一 i (6. 297) 
w2 Sin 0O+cos bcos“p 1 -sin’ pcos 0 


sin20 + cos” Gcos’p 





例 267 去 万 向 节 的 历史 

从 一 个 轴 疝 男 一 个 与 之 存在 夹 角 的 轴 传 递 转动 的 需求 源 于 14 世纪 的 钟 塔 安装 问题 ， 由 
于 钟 塔 构造 的 原因 ， 向 钟表 指针 传递 转动 时 需要 一 定 的 偏 移 位 置 。Cardano (1501 -1576) 
于 1550 年 ，Hooke (1635 -1703) 于 1663 年 ，Schott (1608 -1666) 于 1664 年 分 别 将 万 向 节 
用 于 旋转 运动 的 传递 ，Hooke 最 早 提出 输入 轴 与 输出 轴 之 间 存 在 旋转 运动 的 不 一 致 。Monge 
(1746 -1818) 于 1794 年 最 先 发 表 了 关于 万 向 节 的 数学 理论 ， 之 后 Poncelet (1788 - 1867 ) 
也 于 1822 年 发 表 了 同样 的 理论 。 

关于 万 向 节 速 比方 程 的 另 一 种 证 明 ，Poncelet (1788 -1867) 于 1824 年 应 用 球面 三 角 学 
建立 了 万 向 节 速 比方 程 ， 本 书 作者 于 2011 年 应 用 坐标 变化 方法 推导 出 该 方程 。 

与 弹性 联 轴 器 相 比 ， 万 向 节 可 以 用 于 在 更 大 角度 偏 置 的 情况 下 传递 转 矩 。 根 据 应 用 需 
要 ， 万 向 节 传递 功率 的 角度 能 够 达到 wp =13$"， 万 向 节 同 时 能 够 获得 很 大 范围 的 转 矩 传递 
能 力 。 

6.7 小 结 


车 辆 上 的 每 一 个 运动 部 件 ， 如 车 门 、 发 动机 舱 盖 、 风 窗 刮 水 器 、 车 桥 、 车 轮 和 悬 架 ， 都 
通过 一 定 的 机 构 与 车 体 相 连 。 匀 链 四 杆 机 构 和 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 是 将 独立 惹 架 的 车 轮 连接 
到 车 辆 底盘 的 两 种 常用 机 构 。 可 以 用 解析 方程 确定 所 有 构件 相对 于 一 个 假设 固定 不 动 的 构件 
的 位 置 ， 该 构件 称 作 大 地 构件 。 

车 轮 安 装 在 一 个 轴 上 ， 该 轴 与 机 构 的 连接 构件 刚性 连接 。 车 轮 的 中 心 将 会 治 着 连 杆 点 曲 
线 运动 ， 采 用 解析 表达 可 以 确定 车 轮 中心 的 运动 ， 也 可 以 确定 车 轮 相 对 于 车 身 的 角度 。 


6.8 主要 符号 









































a 以 及 六 加 速度 a 加 速度 向 量 
a, b 方程 的 系数 A, B 二 次 方程 的 系数 
a, b,c，…  ” 贸 链 构件 的 长 度 b 反 向 滑 块 的 相对 位 置 
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8 滑 块 的 相对 速度 加 速度 的 瞬时 中 心 
; 滑 块 的 相对 加 速度 
CR 连 杆 机 构 中 构件 的 加 速度 

参数 时 间 
a 运动 坐标 系 的 位 置 向 量 Re 
f=1/T 循环 频率 ， 单 位 Hz J _ 
g 重力 加 速度 X,Y, 2 稍 卡 儿 坐 标 
x Xp i 点 坐标 
机， 伴 卡 儿 坐 标 系 的 单位 向 量 。 “5* 2 0 
7 瞬时 旋转 中 心 : 人 

， 这 从 人 人 位 

让 Re pe 

< | 构件 i 的 角 加 速度 
大 0 到 1 之 间 的 参数 , 0 < 5 

ee 0 构件 ; 的 角度 位 置 
ee g 万 向 节 输 入 轴 和 输出 轴 的 
构件 的 数量 ee 
N 膀 时 旋转 中 心 的 数量 5 
中 间 构件 的 长 度 0 
0 速度 的 瞬时 中 心 ee 
r 关节 的 相对 位 置 向 量 人 ee 
滑 块 的 偏 置 量 Ci 
最 短 构件 的 长 度 

习 ” 题 


1. 贸 链 四 杆 机 构 的 两 种 可 能 构 型 
假设 一 个 贸 链 四 杆 机 构 有 如 下 构件 : 
a=l0cm b=25cm c=30cm d=25cm 


如 及 





2. 贸 链 四 杆 机 构 输 出 构件 的 角速度 
假设 一 个 贸 链 四 杆 机 构 有 如 下 构件 : 
a=l0cm b=25cm c=30cm d=25cm 














如 加 





RR ws 三 汉人 不 rad/s, 求 0 =30° 时 输 





3. 贸 链 四 杆 机 构 输 出 构件 的 角 加 速度 
假设 一 个 贸 链 四 杆 机 构 有 如 下 构件 : 
a=l0cm b=25cm c=30cm d=25cm 














如 加 


Ro = 0.2T rad/s’, 





4. 格拉 晓 夫 准则 
假设 一 个 贸 链 四 杆 机 构 有 如 下 构件 : 


0 =30°， 则 对 于 凸 面 型 机 构 ， 角 度 6， 和 0 应 为 多 少 ? 


构件 的 角速度 w4 。 





有 目 ws =2m rad/s， 求 9, =30° 时 输出 构件 的 角 加 速度 os 。 
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a=l0cm b=25cm c=30cm 
试 确定 满足 格拉 晓 夫 准则 的 构件 长 度 4 的 极限 值 。 
5. 极限 位 置 和 死 点 位 置 
假设 一 个 匀 链 四 杆 机 构 有 如 下 构件 : 

a=l0cm b=25cm c=30cm d=25cm 

该 连 杆 机 构 是 否 存 在 极限 位 置 和 死 点 位 置 ? 如 果 有 ， 试 确定 之 。 
6. 女 极 限 位 置 的 确定 
说 明 在 下 面 的 情况 下 如 何 确 定 一 个 贸 链 四 杆 机 构 的 极限 位 置 。 




















7. 友 设 计 一 个 风 窗 刊 水 器 机 构 

图 6. 50 所 示 为 一 个 由 两 个 匀 链 四 杆 机 构 并 联 构成 的 六 构件 风 窗 刊 水 器 机 构 ， 构 件 PC 
装 在 驱动 电动 机 上 。 假设 PC =1，MP = WP， 试 设计 该 机 构 ， 令 构件 MA 和 NB 与 下 表 中 给 
出 的 角度 匹配 。 


























图 6. 50 一 个 六 构件 风 窗 刊 水 器 机 构 












































= NB 的 角度 MA 的 角度 
1 04 =157.6°~2.75rad 64 =157.2° ~2. 74rad 
3 043 =69.5°~=1.213rad 043 =26. 8° ~0. 468rad 








8. 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 可 能 构 型 
假设 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 构件 : 
a=l0cm b=45cm e=0 
如 果 9, =30"， 则 对 于 凹面 型 机 构 ， 角 度 0， 和 滑 块 位 置 ; 应 为 多 少 ? 
9. 滑 块 -曲柄 机 构 中 滑 块 的 角速度 和 加 速度 
假设 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 构件 : 
a=l0cm b=45cm e=0 
如 果 w,=2m rad/s， 有 是 qs =0.2m rad/s*， 求 6, =30° 时 滑 块 的 角速度 和 加 速度 。 











274 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





10. 急 回 时 间 
假设 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 构件 : 

a=l0cm b=45cm e=3cm 
如 果 w， =2m rad/s， 试 确定 该 机 构 中 滑 块 来 回 两 个 半 循 环 过 程 的 时 间 差 。 
11. 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 两 种 可 能 构 型 
假设 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 构件 : 

w=10cm b=45cm e=5cm 
如 果 9, =30°， 则 角度 9; 和 背 块 的 位 置 5。 是 多 少 ? 
12. 瞬时 旋转 中 心 
试 找到 如 下 图 中 贸 链 六 杆 机 构 的 瞬时 旋转 中 心 : 
(a) 图 6.51。 
(b) 图 6.52。 











Tt 











图 6.51 一 个 匀 链 六 杆 机 构 


13. 贸 链 四 杆 机 构 的 连 杆 点 

假设 一 个 匀 链 四 杆 机 构 有 如 下 参数 
a=l0cm b=25cm c=30cm d=25cm 

连 杆 点 的 参数 如 下 : 

e=10cm aw=30? 

试 确定 2 =30° 时 连 杆 点 的 坐标 。 

14. 滑 块 - 曲柄 机 构 的 连 杆 点 0 

假设 一 个 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 参数 : 

a=l0cm b=45cm e=3cm 


c=l0cm Qa=30° 














试 确定 连 杆 点 的 坐标 。 
15. 9, =30° 时 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 的 连 杆 点 
假设 一 个 反 向 滑 块 - 曲柄 机 构 有 如 下 参数 : 
a=l0cm b=45cm e=5cm 
c=l0cm Q@&=30° 
试 确定 2 =30° 时 连 杆 点 的 坐标 。 


7 转向 动力 学 





和 车辆 行驶 需要 一 套 能 使 转向 车 轮 偶 转 的 转向 机 构 ， 本 章 介 绍 的 转向 动力 学 将 讨论 有 关 转 
向 系统 在 弯曲 道路 上 引导 车 辆 行驶 方向 的 需求 和 挑战 。 
7.1 运动 学 转向 

一 辆 前 轮转 向 (FWS) 车 辆 向 左 转向 ， 如 图 7. 1 所 示 。 和 车辆 行驶 速度 很 慢 时 ， 在 内 侧 
车 轮 和 外 侧 车 轮 之 间 存 在 一 个 运动 学 条 件 ， 满 足 该 条 件 时 ， 车 轮 将 实现 无 请 移 转向 ， 该 条 件 
称 作 阿 克 曼 条 件 ， 可 以 表示 为 


cot6, — cot6i = (7.1) 


式 中 ，6; 是 内 侧 车 轮转 向 角 ; 56。 是 外 侧 车 轮转 向 角 。 内 侧 车 轮 和 外 侧 车 轮 根 据 转向 中 心 0 
确定 。 











转向 中 心 
































图 7.1 前 轮转 向 车 辆 和 阿 克 曼 条 件 








两 侧 转向 车 轮转 向 轴 之 间 的 距离 称 作 轮 距 ， 用 w 表示 。 和 车 辆 前 、 后 轴 之 间 的 距离 称 作 
轴 距 ， 用 /表示 ， 轮 距 w 和 轴 距 1 是 车 辆 的 运动 学 宽度 和 长 度 。 
对 前 轮转 向 车 辆 的 转向 角 还 有 如 下 更 为 一 般 的 运动 学 条 件 : 





cotOr, ~ cot6n = 了 (人 之 


式 中 ，50 和 5 分别 是 左前 车 轮 和 右前 车 轮 的 转向 角 。 该 式 中 ， 转 向 角 参 照 x 轴 测 量 ， 按 右 
手 定 则 绕 z 轴 正 方向 为 正 值 。 
转向 车 辆 的 质心 沿 半径 为 R 的 圆 运动 
R= /az +l cot’6 (7.3) 
是 内 外 侧 车 轮转 向 角 的 余 切 平均 角 ， 即 














式 中 ， 


So 





276 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





六 cot6, 7 coto; (7.4) 
6 是 具有 相同 轴 距 1 和 转向 半径 RR 自行 车 的 等 效 转 向 角 。 
证 明 : 为 了 能 使 所 有 和 车轮 在 弯 道 上 自由 滚动 ， 所 有 的 轮胎 轴线 应 该 交 于 一 点 ， 
就 是 阿 克 受 条 件 。 轮 胎 轴 线 是 通过 轮胎 中 心 并 垂直 于 轮胎 平面 的 直线 。 
图 7. 2 所 示 为 一 辆 相对 于 转向 中 心 0 向 左 转向 的 车 辆 ， 其 转向 中 心 0 在 车 的 左 侧 ， 左 
侧 车 轮 靠近 转向 中 心 ， 是 内 侧 车 轮 。 则 根据 A04D 和 AOBC 的 角 可 以 计算 出 内 侧 转向 角 6; 


和 外 侧 转 向 角 6。 如 下 : 


这 个 准则 























tan6i = 也 (I) 
RI ee 
i (7.6) 
A 
消 掉 RI 
re 押 刺 Wa 
即 可 得 到 阿 克 曼 条 件 [ 式 (7.1)] 中 角 5; 和 6, 的 直接 关系 为 
(7.8) 


cotd, — cot6. =— 

0 和 1 
为 了 确定 车 辆 转向 半径 尺 ， 定 义 一 个 等 效 自行 车 模型 ， 如 图 7. 3 所 示 。 转 向 半径 尺 通 过 质心 
C 垂直 于 车 辆 速度 向 量 s ， 应 用 图 中 所 示 自 行车 模型 的 几何 关系 ， 可 以 得 到 


2_ ,2 p2 
R’ =a; + 及 





(7.9) 








外 侧 车 轮 





内 侧 车 轮 





























图 7.2 前 轮转 向 车 辆 及 其 内 外 侧 车 轮 的 转向 角 
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了 = (eol6, + cot6, ) (7.10) 


所 以 
R= /az +L cot’6 (7.11) 
阿 克 曼 条 件 在 车 速 很 低 ， 且 侧 偏 角 接近 于 0 时 适用 ， 这 种 情况 下 ， 没 有 相互 平衡 的 侧 向 力 
和 离心 力 。 阿 克 曼 转向 条 件 又 称 作 运动 学 转向 条 件 ， 所 以 这 只 是 一 种 速度 为 0 的 静态 条 件 。 
能 够 根据 阿 克 曼 条 件 提 供 转向 的 装置 称 作 阿 克 曼 转 问 系 、 阿 克 曼 机 构 或 阿 克 曼 几何 。 尽 
管 没 有 能 够 完全 满足 阿 克 曼 条 件 的 真实 贸 链 四 杆 机 构 ， 但 是 却 可 以 设计 出 一 套 与 阿 克 曼 条 件 
接近 ， 并 且 能 在 几 个 角度 上 准确 符合 阿 克 曼 条 件 的 多 杆 机 构 。 















































图 7.3 前 轮转 向 车 辆 的 等 效 自行 车 模型 


图 7.4 所 示 为 各 种 w/ 值 下 的 阿 克 曼 条 件 ， 内 外 侧 转 向 角 之 差 将 随 着 zw; 值 的 减 小 而 
减 小 。 








50 
w/l=0.2 0.4 0.6 0.8 
45 
1.0 
0 12 
35 | 口 1.4 
30 1.6 
2 25 2.0 
2 20j | 口 
15 wl=30 -一 一 人 
10 
5 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


5i/(") 


图 7.4 前 轮转 向 车 辆 w/ 值 对 阿 克 曼 条 件 的 影响 
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例 268 转向 角 和 转向 半径 

假设 某 车 尺寸 和 内 侧 车 轮转 向 角 如 下 : 
/=2. 019m w=1.565m (7.12) 
as =1.324m 6; = 12° ==0. 209rad 


6, =arccot| + cot8 | =0. 186rad ~10. 661° (7.13) 
8 =arceot[ eet Oo ] =0. 196841ad ~11. 278° (7.14) 
R, =leotB; + 3 w =13. 129m (7.15) 
R= a? +l cot’6 =13.219m (7.16) 


例 269 w 是 指 前 轴 轮 距 

多 数 车 辆 的 前 轴 轮 距 与 后 轴 轮 距 不 相等 ， 运 动 学 条 件 式 (7. 1) 中 的 轮 距 指 的 是 前 轴 轮 
距 w+， 后 轴 轮 距 对 前 轮转 向 车 辆 的 运动 学 条 件 没有 影响 ， 前 轮转 向 车 辆 的 后 轴 轮 距 w, 可 以 
在 相同 运动 学 转向 条 件 [ 式 (7.1)] 下 取 为 0。 

例 270 ”宽度 要 求 

运动 学 转向 条 件 可 以 用 来 计算 车 辆 转向 过 程 中 的 空间 和 需求， 假设 一 辆 两 轴 车 辆 的 前 轮 根 
据 阿 克 曼 几何 转向 ， 如 图 7. 5 所 示 。 

















和 Ze 
一 
EE 
L_/ 

gy 

















图 7.5 两 轴 车 辆 转向 所 需 空间 








车 辆 前 部 外 廓 点 将 在 最 大 半径 Rws 上 运动 ， 后 轴 上 内 侧 的 某 一 点 在 最 小 转向 半径 Rn 
上 运动 ， 前 部 外 廓 点 自前 轴 外 伸 出 一 段 距离 。 最 大 半径 Ry 为 
Ry = VR +w) + (1+g)? (7. 17) 











因此 ， 转 向 所 需 空间 是 一 个 宽度 为 AR 的 圆 环 。 
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AR=Ryss -Raw = VCRan +O)2+(CLTS)2 -Ri (7. 18) 
所 需 圆 环 的 半径 差 AR 可 以 通过 替换 R,;, ， 根 据 转向 角 计算 得 
1 1 1 
Ron =Ri Wn (7. 19) 
进而 得 到 
AR = (二 +2w0) +O+ 二 (7.20) 
tan6; 8 tan6; 
1 2 1 
=- (者 + (Tg) (7.21) 
本 例 中 ,假设 车 辆 宽度 w, 和 轮 距 w 相等 ， 实 际 上 和 车辆 宽度 应 始终 大 于 其 轮 距 ， 即 
W, >w (7.22) 





车 辆 长 度 变 长 和 w/l 变 大 时 ， 车 辆 转向 需要 更 多 空间 的 要 求 也 变 得 更 为 迫切 。 图 7.6 所 


示 为 一 辆 大 客车 和 一 辆 长 货车 转向 所 需要 空间 的 AR。 


























友 7.6 一 辆 大 客车 和 一 辆 长 货车 转向 所 占用 空间 的 AR 








例 271 半 挂 汽车 的 AR 


图 7. 7 所 示 为 一 辆 转向 中 的 羊 挂 拖车 ， 分 析 奉 引 车 可 以 得 到 转向 羊 径 Ri， 





转向 角 和 前 部 宽度 的 函数 。 
二 2 于 al 
2 an 上 2" Ytang, 


因此 ， 最 大 转向 半径 由 牵引 车 上 的 茶点 确定 ， 最 大 转向 半径 为 


2 
Ry -AR + 二 u| +a3 
最 小 转向 半径 由 拖车 上 的 某 点 确定 ， 最 小 转向 半径 为 


Ri, = 司 - 丰 -ww 








min 


所 以 ， 其 转向 占用 空间 是 一 个 半径 差 为 AR 的 圆 环 。 


Ri 是 牵引 车 


(7.23 ) 


(7.24) 


(7.25) 
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图 7.7 一 辆 转向 中 的 半 挂 汽车 


























AR = Ru -R -a +w) +a2 -| 局 -a -于 to| (7.26) 
例 272 梯形 转向 机 构 
图 7.8 所 示 为 一 个 被 称 作 梯 形 转 各 机 构 的 对 称 贸 链 四 杆 机 构 ， 该 机 构 用 于 转向 传动 装置 
已 有 100 多 年 的 历史 。 该 机 构 有 两 个 特征 参数 : 角度 8 和 梯形 臂 长 度 4d。 图 7.9 所 示 为 该 梯 
形 机 构 转 动 后 的 情况 ， 从 中 可 以 看 出 内 侧 转 向 角 6; 和 外 侧 转向 角 6。。 
梯形 转 问 机 构 的 内 外 侧 转 问 角 之 间 的 关系 通过 如 下 隐 含 函数 获得 : 





pp Ny ed 
rr 











图 7.8 一 个 梯形 转向 机 构 





sin(B +6;) +sin(B -6,) = -2sing) -|[cos(B-6,) -cos(B +6;) ]” (7.27) 
为 了 证 明 该 公式 ， 可 以 参考 图 7. 10， 在 三 角形 ABC 中 可 以 写作 
(w -2dsin8)” =[w-dsin(B -6,) -dsin(B +6;) ]?>+ [deos(B -6,) -dcos(B+6;) ]? 


(7.28) 

进而 通过 数学 运算 推导 出 式 (7. 27)。 
函数 化 的 梯形 转向 机 构 性 能 与 相应 阿 克 曼 条 件 的 对 比如 图 7. 11 和 图 7. 12 所 示 ， 图 中 
1=2.93m,，w=1.66m， 分 别 对 应 d=0.4m 和 d=0.2m 的 情况 。 其 横 轴 表示 内 侧 车 轮转 角 ， 
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内 侧 车 轮 外 侧 车 轮 








图 7.10 转向 梯形 中 的 三 角形 A4BC 








纵 轴 表示 外 侧 车 轮转 角 。 对 于 给 定 的 1 和 w 值 ， 如 果 6;: <50",， 且 18"<B<22" 时 ， 梯 形 转向 
机 构 对 阿 克 曼 机 构 的 模拟 贴近 程度 最 高 。 
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图 7.11 与 4=0.4m 的 阿 克 曼 机 构 相 比较 ,梯形 转向 机 构 的 特性 


为 了 检验 梯形 转向 机 构 的 性 能 并 与 阿 克 曼 条 件 对 比 ， 现 定义 一 个 差 值 参数 e =6p -54。 
差 值 参数 是 在 内 侧 转 向 角 6; 相同 的 情况 下 ,梯形 转向 机 构 外 侧 转 向 角 与 阿 克 曼 条 件 外 侧 转 向 
角 之 差 。 

e=A8, =6p -64, (7.29) 

图 7.13 和 图 7. 14 所 示 为 以 B 为 参数 时 ， 上 述 转向 机 构 案 例 的 差 值 变化 情况 。 

例 273 太 后 车 桥 闭 锁 


在 简单 车 辆 的 设计 中 ， 有 时 取消 差 速 器 ， 将 后 车 桥 财 锁 ， 即 左 、 右 侧 车 轮 之 间 没 有 相对 
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1 =2.93m 2 
w=1.66m 


d =0.2m 
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7.12 d=0.2m 时 ,一 个 梯形 转向 机 构 与 阿 克 曼 机 构 的 特性 对 比 
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到 7.14 4d=0.2m 时 ， 某 梯形 转向 机 构 的 差 值 参数 。=5n -54， 


转动 。 这 种 简单 的 设计 通常 用 于 玩具 车 中 ,或 者 用 于 小 型 越野 车 辆 ， 如 Baja 赛车 。 
考虑 图 7. 2 中 所 示 车 辆 ， 在 向 左 缓慢 转向 时 ， 其 内 侧 后 车 轮 的 速度 应 为 


Vi 一 (a - 艺 让 = Ro 





(7.30) 
外 侧 后 车 轮 的 速度 应 为 
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(7.31) 


式 中 , r 是 车 辆 的 横 摆 角速度 ; 及, 是 后 车 轮 的 半径 ; w,;、w,, 分 别 是 后 部 内 侧 车 轮 和 后 部 外 
侧 车 轮 相 对 于 共同 后 车 桥 的 角速度 。 如 果 后 车 桥 闭锁 ， 则 有 
Wi = Wi = (7. 32) 




















Ri -7#R + (7.33) 


所 以 ， 对 于 非 零 w 值 ， 上 述 关系 在 闭锁 车 桥 上 不 可 能 实现 。 

转向 降低 了 作用 在 内 侧 车 轮 上 的 载荷 ， 令 闭锁 车 桥 上 的 后 内 侧 车 轮 克服 摩擦 力 并 发 生 滑 
转 ， 因 此 ， 内 侧 车 轮 的 牵引 力 降 低 ， 其 值 等 于 载荷 降低 后 的 最 大 摩擦 力 。 同 时 ， 外 侧 车 轮 上 
的 载荷 增加 ， 导 致 外 侧 车 轮 上 的 摩 拟态 极限 值 增 加 ， 从 而 帮助 在 后 外 侧 车 轮 上 生成 更 大 的 牵 
引力 。 

对 于 一 般 民 用 汽车 ， 不 应 取消 差 速 器 并 闭锁 驱动 轴 。 但 是 这 种 设计 可 以 用 于 专门 在 泥 洗 
湿 滑 路 面 上 行驶 的 小 型 或 轻型 汽车 ， 这 样 能 够 显著 降低 成 本 和 简化 设计 。 

在 传统 的 两 轮 驱动 机 动车 辆 中 ， 后 轮 采 用 差 速 器 驱动 ， 车 辆 通过 改变 前 轮 的 方向 实现 转 
向 。 如 果 车 辆 装 有 理想 的 差 速 器 ， 两 个 驱动 车 轮 应 该 能 够 获得 相同 的 转 矩 ， 驱 动车 轮 的 旋转 
速度 由 差 速 器 和 轮胎 - 地 面 特性 决定 。 但 是 ， 当 一 侧 车 轮 的 牵引 力 较 低 时 ， 装 有 差 速 髓 的 车 
辆 也 暴露 出 不 足 。 两 侧 驱动 车 轮 之 间 牵 引 特 性 的 差别 可 能 来 自 于 不 同 的 轮胎 - 地 面 特性 或 质 
量 分 配 不 同 。 由 于 差 速 器 向 两 侧 车 轮 分 配 相同 的 转 和 矩 ， 具 有 较 强 牵引 力 的 车 轮 也 只 能 获得 与 
牵引 力 较 低 车 轮 一 样 的 转 矩 ， 有 差 速 器 的 车 辆 在 轮胎 - 路 面条 件 变 化 的 情况 下 具有 相对 稳定 
的 转向 特性 。 但 是 ， 两 侧 驱 动车 轮 牵引 条 件 不 同时 ， 其 总 推力 可 能 会 减 小 。 

例 274 娘 ”后 轮转 向 

后 轮转 向 通常 用 于 叉车 等 对 操纵 性 能 要 求 较 高 的 低速 车 辆 。 因 为 后 轮转 向 车 辆 在 高 速 时 
不 稳定 ， 所 以 不 适用 于 一 般 民用 汽车 ， 后 轮转 向 车 辆 的 转向 中 心 始 终 位 于 车 辆 前 轴 延 长 线 的 
一 点 上 。 

图 7. 15 所 示 为 一 辆 后 轮转 向 车 辆 ， 运 动 学 转向 条 件 式 (7.1) 对 后 轮转 向 车 辆 仍然 
适用 。 
























































cot6。- cot6; = (7.34 ) 
例 275 太 ” 男 一 种 运动 学 转向 角 方程 
考虑 如 图 7.16 所 示 的 一 辆 前 轮转 向 的 后 轮 驱 动车 辆 ,假设 该 车 前 轮 距 和 后 轮 距 相 等 ， 
其 驱动 车 轮转 动 时 无 滑动 。 如 果 用 w; 和 w。 分别 表示 内 侧 驱 动车 轮 和 外 侧 驱 动车 轮 的 角 速 
度 ， 则 前 轮 的 运动 学 转向 角 可 以 表示 为 


5 =arctan[ | | (7.35) 





6, = arctan | (7.36) 
Ww Wo 


i- 
可 以 从 驱动 车 轮 的 无 滑动 条 件 入 手 证 明 这 些 公式 ， 
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图 7. 15 
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R 
(7.37) 
Ri + R= 
重新 整理 式 (7. 37) 可 得 
Ww 
wo Rj 二 





(7.38) 
2 
代入 式 (7.35) 和 式 (7.36) 并 简化 为 式 (7.5) 和 式 (7.6)。 


式 (7.37) 是 车 辆 绕 z 轴 的 横 摆 率 ， 同 时 也 是 车 辆 绕 转向 中 心 的 角速度 。 
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r= = (7. 39) 


例 276 文 ”前 轮 距 与 后 轮 距 不 相等 

车 辆 设计 中 经 常会 使 用 不 同 的 前 、 后 轮 距 ， 这 是 在 赛车 上 常用 的 设计 。 为 了 增加 牵引 力 
和 稳定 性 ， 其 后 轮胎 的 宽度 和 半径 较 大 ， 图 7. 17 所 示 为 一 辆 前 后 轮 距 不 同 的 车 辆 。 但 是 民 
用 汽车 通常 采用 相同 的 前 、 后 轮胎 ,一 般 其 后 轮 距 比 前 轮 距 相 对 较 大 。 








内 侧 车 轮 























图 7.17 不 同 前 、 后 轮 距 车 辆 的 运动 学 转向 条 件 


车 辆 的 横 摆 率 或 横 摆 角速度 为 




















Rw, Rw; 
r= = (7.40) 
20， Ww 
中 + Ri 了 
内 、 外 前 轮 的 运动 学 转向 角 为 
8 加 21( w, + wi) 六 41 
0 C0 
21( w, — i) 
6, = arctan 人 (7. 42 ) 
为 了 证 明 上 述 方程 ， 应 从 式 (7.40) 中 导出 Ri， 即 
_ Wr Wo +t Oi 7 43 
1 en 4 ， ) 
并 代入 如 下 几何 方程 
tan0i = (7.44) 
Wr 
RI se 
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tan6。 = 





(7. 45 ) 
2 
上 述 公 式 中 ，wi 是 前 轴 轮 距 ，w, 是 后 轴 轮 距 ，R, 是 车 轮 的 有 效 半 径 。 

例 277 太 ”独立 后 轮 驱 动 

对 某 些 特种 车 辆 而 言 ， 如 月 球 车 和 自主 移动 机 器 人 ， 可 以 在 每 个 驱动 车 轮 上 加 装 独 立 控 
制 的 电机 ， 令 其 产生 任何 需要 的 角速度 。 这 种 车 辆 的 转向 轮 通常 要 设计 得 能 够 向 左 、 右 做 大 
于 90° 的 转向 ， 在 低速 时 具有 很 好 的 操纵 性 。 

图 7. 18 所 示 为 这 种 高 转向 性 车 辆 的 优势 及 其 能 够 实现 的 转向 形式 。 图 7. 18a ~c 为 其 前 
进 时 的 操纵 性 图 示 ， 后 车 轮 一 侧 的 箭头 表示 该 车 轮 角 速度 的 大 小 ， 前 车 轮 上 的 箭头 表示 其 运 
动 方向 。 图 7. 18d ~f 为 车 辆 向 后 运动 时 操纵 性 的 图 示 ， 这 样 的 车 辆 可 以 使 车 辆 绕 包 括 后 轴 
内 部 点 在 内 的 后 轴 上 任意 一 点 转向 。 图 7. 18g 所 示 为 车 辆 绕 右 后 车 轮 中 心 转向 ,图 7. 18h 所 
示 为 车 辆 绕 左 后 车 轮 中 心 转向 ， 图 7. 18i 所 示 为 车 辆 绕 后 轴 的 中 心 转向 。 


Ri+ 




















f) 9) h) i) 
到 7.18 高 转向 能 力 车 辆 
上 述 各 方案 中 ， 前 轮转 向 角 应 该 由 一 定 的 公式 来 确定 ， 如 式 (7.44) 和 式 (7.45)。 外 
侧 驱动 车 轮 对 内 侧 驱 动 转动 角速度 的 比例 w,/w;， 可 以 根据 内 侧 转 向 角 或 外 侧 转 向 角 确 定 。 
w, 6(wr—-w,) -2l 























i ~ 6, (wr +w,) —21l (7546) 
Wo 6; (wr 十 20，) +21/ 
Oi ~ 6; (wr —w,) +21/ (a 


例 278 太 ”赛车 的 转向 

阿 克 曙 条 件 或 运动 学 转向 条 件 适用 于 车 辆 转向 运动 速度 极 低 的 情况 ， 车 辆 转向 很 快 时 ， 
需要 较 大 的 侧 向 加 速度 ， 所 以 车 轮 应 在 大 侧 偏 角 下 转动 。 同 时 ， 内 侧 车 轮 载荷 比 外 侧 车 轮 载 
和 荷 低 很 多 。 轮 胎 性 能 曲线 表明 通过 增加 车 轮 载 荷 ， 可 以 只 需要 较 小 的 侧 俩 角 就 达到 峰值 侧 向 
力 。 这 种 情况 下 ， 运 动 学 转向 车 辆 的 前 部 内 侧 车 轮 可 能 需要 用 比 预期 转向 角 大 一 些 的 转向 角 
来 获得 其 最 大 侧 向 力 。 因 此 ， 高 速 转向 车 辆 的 内 侧 车 轮转 向 角 必须 比 运动 学 转向 所 需 转向 角 
小 一 些 ， 外 侧 车 轮转 向 角 必 须 比 运动 学 转向 所 需 转向 角 大 一 些 ， 这 些 要 求 使 内 侧 车 轮转 向 角 
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和 外 侧 车 轮转 向 角 之 间 的 差 值 减 小 。 
对 于 赛车 ， 常 用 到 平行 转向 机 构 或 反 阿 克 曼 转向 机 构 ， 阿 克昌 转向 机 构 、 平 行 转向 机 构 
和 反 阿 元 曼 转 向 机 构 如 图 7. 19 所 示 。 适 当 的 转向 角 是 瞬时 车 轮 载荷 、 路 面条 件 、 速 度 和 轮 
胎 特 性 的 函数 ， 在 此 基础 上 ， 和 车 辆 也 必须 要 在 阿 克 曼 转向 条 件 下 进行 低速 转向 。 因 此 ， 只 能 
通过 用 线 控 和 智能 系统 独立 地 控制 各 转向 车 轮 的 转向 角 ， 获 得 理想 的 转向 机 构 。 




















阿 克 曼 转向 平 反 阿 克 曼 转向 





e 行 转向 
图 7.19 为 了 加 快 转向 时 的 速度 ， 用 平行 或 反 阿 克 曼 转向 代替 阿 克 曼 转向 

例 279 文 “与 速度 相关 的 转向 系统 

有 一 种 根据 速度 调整 的 思想 ， 即 车 辆 在 高 速 转向 时 转向 系统 应 该 较 沉 ， 需 要 较 大 的 操纵 
力矩 。 这 种 思想 可 以 应 用 在 动力 转向 系统 中 ， 使 其 根据 速度 调整 力矩 ， 这 样 在 低速 转向 时 助 
力 较 重 ， 在 高 速 转向 时 助力 较 轻 。 这 种 思想 基于 如 下 事实 ， 即 驾驶 人 在 泊 车 时 可 能 需要 较 大 
角度 转向 ， 而 在 高 速 行驶 时 需要 小 角度 转向 。 

例 280 友 ” 阿 克 曼 条 件 的 历史 

对 于 早期 的 四 轮 马车 和 汽车 ， 寻 求 合 适 的 转向 结构 是 一 个 主要 问题 ， 四 轮 或 六 轮 的 汽车 
和 马车 总 是 在 行驶 过 后 留 下 橡胶 印迹 ， 这 也 是 过 去 有 很 多 三 轮 的 汽车 或 马车 的 原因 。 这 个 问 
题 催生 了 一 种 机 构 ， 使 车 辆 在 圆周 运动 时 ， 内 侧 车 轮转 向 半径 小 于 外 侧 车 轮转 向 半径 。 

前 轮转 向 四 轮 马 车 的 转向 需要 的 几何 条 件 由 George Langensperger 于 1816 年 在 德国 茶 尼 
黑 提 出 ， 图 7. 20 所 示 为 Ceorge Langensperger 提出 的 机 构 。 
























































到 7. 20 ”George Langensperger 提出 的 转向 几何 条 件 











288 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 








阿 克 曼 (Rudolf Ackerman) 与 Langensperger 相 见 并 看 到 他 的 发 明 ， 之 后 阿 克 曼 作为 
Langensperger 的 专利 代理 人 向 英国 四 轮 马车 生产 商 推广 这 一 发 明 。 从 1881 年 开始 ， 车 辆 生 
产 厂 已 经 在 他 们 生产 的 转向 机 构 上 使 用 并 改进 阿 克 曼 结构 。 

车 辆 转向 系统 的 基本 设计 已 经 与 转向 机 构 发 明 时 有 所 不 同 ， 驾 驶 人 的 转向 输入 通过 各 种 
此 轮 减 速 机 构 的 轴 传 递 到 前 轮 ， 使 其 发 生 转 向 运动 。 


7.2 多 于 两 个 车 轴 的 车 辆 


如 果 和 车辆 的 车 轴 数 超过 两 个 ， 则 除 一 个 车 轴 外 ， 其 他 所 有 车 轴 都 应 该 可 以 转向 ， 以 实现 
车 辆 速度 为 0 时 的 无 滑 移 转向 。 一 辆 n 轴 车 辆 只 有 一 个 非 转 向 轴 ，n -1 个 几何 转向 工 况 。 
某 两 车 轴 转 向 的 三 轴 车 辆 如 图 7. 21 所 示 。 























外 侧 车 轮 





内 侧 车 轮 











转向 中 心 


，, 


图 7.21 某 三 轴 车 辆 的 转向 
为 了 表达 多 轴 车 辆 的 几何 结构 ， 从 前 轴 开 始 ， 测 量 第 i 轴 至 车 辆 质心 C 的 纵向 距离 a;。 
所 以 ，ai 为 前 轴 与 质心 C 的 纵向 距离 ，a, 为 第 二 轴 与 质心 C 的 纵向 距离 ， 依 此 类 推 。 并 且 
以 左前 车 轮 为 1， 按 顺 时 针 方向 用 数字 标记 和 车轮 。 在 美国 、 欧 洲 和 其 他 左 舵 驾驶 系统 国家 ， 
左前 车 轮 是 驾驶 人 和 车轮， 在 英国 和 其 他 右 舵 驾驶 系统 国家 ， 左 前 轮 是 乘客 车 轮 。 
图 7. 21 所 示 的 三 轴 车 辆 ， 存 在 两 组 独立 的 阿 克 曼 条 件 : 


























cot6, — cot6] = (7.48) 
1 3 
Ww 
cot63 — cot64 = ee (7.49) 
2 3 


例 281 太 ”只 有 一 个 转向 轴 的 六 轮 车 辆 

对 于 只 有 一 个 转向 轴 的 多 轴 和 车辆， 其 非 转 向 车 轮 不 能 实现 无 滑 移 转动 。 车 辆 轴 距 或 车 辆 
运动 学 长 度 不 能 准确 地 界定 ， 也 不 能 明确 运动 学 转向 条 件 。 轮 胎 会 发 生 严 重 磨损 ， 在 低速 和 
大 转角 情况 下 会 更 为 严重 。 因 此 ， 应 尽量 规避 这 两 种 情况 同时 发 生 的 工 况 。 但 是 ， 对 于 一 个 
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长 车 身 三 轴 车 辆 ， 当 其 两 个 非 转 向 轴 相 距 较 近 时 ， 可 以 对 其 低速 转向 的 工 况 进行 近似 分 析 。 

如 图 7. 22 所 示 为 一 辆 只 有 一 个 转向 轴 的 多 轴 车 辆 ， 其 前 轴 是 转向 轴 。 设 计 车 辆 转向 机 
构 时 ， 将 转向 中 心 0 设置 在 两 个 后 轴 之 间 的 一 条 称 作 中 线 的 横 线 上 。 和 车 辆 的 运动 学 长 度 /， 
是 前 轴 到 中 线 的 距离 。 对 于 这 种 设计 












内 侧 车 轮作 N 外侧 车 欠 
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图 7.22 仅 有 一 个 前 桥 转向 的 六 轮 车 辆 





Ww 




















cot6, — cot6; = 7 (7.50) 
且 有 
l=a ta + (7.51) 
Ww Ww 
Ri ={ cotd, ~ 3 =lcotd; + (7.52) 
前 轴 的 中 心 和 车 辆 质心 分 别 以 Re 和 RR 为 半径 绕 0 转向 ， 即 
R R 
了 R= . (7.53) 
oos| arctan 站] oor et Q3 02 | 
1 2R] 
如 果 转 向 半径 远大 于 轮 距 ， 式 (7. 52) 和 式 (7.53) 可 以 近似 如 下 : 
RI = (eol + cot6; ) (7. 54) 
R R 
有 ~ 1 = (7.55) 
COS 元] coe <] 
Ri 2R] 


为 了 避免 对 轮胎 的 严重 磨损 ， 可 以 在 车 辆 载重 不 大 时 抬 起 一 个 车 轴 。 对 于 这 样 的 车 辆 ， 
通常 以 未 抬 起 的 车 轴 为 基准 设计 转向 机 构 ， 使 其 满足 阿 克 曼 条 件 。 但 是 ， 当 这 种 车 辆 载重 较 
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大 时 ， 所 有 和 车轴 都 会 承载 负荷 ， 轻 载重 时 能 够 抬 起 的 车 轴 会 在 大 转向 角 时 发 生 严重 磨损 。 
多 轴 车 辆 的 男 一 种 形式 是 采用 自转 向 车 轮 ， 这 种 形式 的 车 轮 可 以 自动 调整 ， 使 滑 移 最 
小 。 这 种 车 轮 不 能 提供 横向 力 ， 因 此 对 操纵 性 不 利 。 自 转向 车 轮 可 以 用 在 梭 式 矿 车 和 拖车 











上 ， 用 于 机 车 车 辆 的 自转 向 车 轴 机 构 如 图 7.23 所 示 。 



























































图 7.23 机 车 车 辆 的 自转 向 车 轴 机 构 














7.3 友 ” 带 拖车 的 车 辆 


对 于 一 辆 四 轮 车 辆 带 有 单 轴 的 拖车 ， 可 以 推导 出 无 滑 移 转向 运动 学 条 件 。 图 7. 24 所 示 
为 一 辆 带 单 轴 拖 车 的 车 辆 ， 该 车 的 质心 在 半径 为 尺 的 圆 环 上 转向 ， 而 拖车 在 半径 为 只 的 圆 














环 上 转向 。 





3 
R= (leo + 二 | +07 —b2 


3 
R, = (ie, -| + 上 一 好 


在 稳定 工 况 条 件 下 ， 拖 车 和 车 辆 的 角度 为 











2aetan| 
0 = ] 
2arctan 3R.( bi +b,) 


证 明 : 应 用 图 7. 24 中 的 三 角形 AO4B， 可 以 写 出 拖车 的 转向 半径 


R= /R?+0?—b2 
由 于 0B 的 长 度 为 
0B” =R +b3=R?+b? 


代入 式 (7.7) 中 的 ,可 知 拖车 的 转向 半径 与 车 辆 几何 尺寸 及 转向 角 的 关系 如 下 : 





3 
R= iene + 二 | +07 —b2 


1 
R, -leos -二 +b? —0b2 


Ri=VR -a+b? -by 








应 用 如 下 方程 


(RFR -H+R)] bbz0 
二 人 小 


(7.56) 


(7.57) 


(7.58) 


(7.59) 


(7.60) 


(7.61) 


(7.62) 


(7.63) 
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图 7.24 ” 带 一 个 单 桥 拖车 的 车 辆 

Rising = + b,cos0 (7.64) 
根据 三 角 学 关系 ， 可 以 计算 出 拖车 与 车 辆 的 角度 9， 见 式 (7. 58)。 

式 (7.58) 中 ,51 -bs 关 0 时 的 负 号 ， 对 应 车 辆 常用 的 前 进 情况 的 解 ， 正 号 对 应 倒退 的 
情况 解 。 一 组 几何 结构 (R,，5, ，b,) 下 可 能 会 出 现 的 两 种 0 角 情 况 如 图 7. 25 所 示 ， 出 现 
0 这 样 角度 的 结构 称 为 折 又 结构 ， 这 种 结构 不 稳定 ， 应 尽量 避免 。 第 二 种 结构 经 常会 与 车 
辆 的 物理 外 廓 干涉 ， 这 种 情况 易 发 生 碰撞 。 















内 侧 车 轮 





转向 中 心 











图 7.25 一 组 (R,,b;，b,) 的 两 种 0 夹 角 
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例 282 文 ”两 种 可 能 的 拖车 - 车辆 夹 角 
设 有 一 辆 拖 着 单 轴 拖 车 的 四 轮 车 辆 ， 其 结构 尺寸 如 下 : 
l=2.64lm w=1.626m 





六 =0.61m b, =2.286m (7.65) 
a =1.27m 6;=12°~0.209rad 
车 辆 的 各 运动 学 转向 特性 为 
6, =arccot| + eol8; |~0, 185rad ~10. 626° (7.66) 
1 ;4 
R, = [reos + 二 可 +b? -0b2 =13.083m (7.67) 
J i (7. 68) 
tO tb; 
6 -aeeol et co] =0. 20274rad ~11. 616° (7. 69) 
R= a? +1cofs =12. 913m (7.70) 
1 
0=2arclan| (Ri /RR 1)| (7.71) 


0 =0. 21890rad ~12. 542° 
E | = -3.0145rad~= -172. 72。 
例 283 文 ”空间 要 求 
运动 学 转向 条 件 可 以 用 于 计算 带 拖车 车 辆 的 转向 空间 要 求 ， 设 带 拖车 的 某 两 轴 车 辆 的 前 
轮 根据 阿 克 曼 条 件 转向 ， 如 图 7. 26 所 示 。 









转向 中 心 











图 7.26 根据 阿 克 曼 条 件 转向 的 一 辆 两 轴 带 拖车 车 辆 
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车 辆 前 部 外 侧 点 将 在 最 大 半径 Ry 上 运动 ， 拖 车 车 桥 上 内 侧 车 轮 内 侧 的 一 点 将 在 最 小 
半径 Ri 上 运动 。 最 大 半径 Ry 为 














2 
Ry RL + +(l+g)? (7.72) 
式 中 
ww 2 
R= /es + 局 -中 (7.73) 
车 辆 宽度 用 w, 表示 。 





车 辆 和 拖车 转向 所 需 空间 是 一 个 半径 差 为 AR 的 环 ，AR 是 车 辆 和 拖车 几何 结构 的 函数 。 
AR 二 Ryax 加 Rn GE 74) 
根据 转向 角 并 代入 Riis， 可 以 计算 所 需 空间 AR。 








Ri =R Ee = (easi + 二 四 + 呈 - 呈 -二 
min t 2 1 2 中 党 2 


7 由 
一 cot6, -3% th 


= VR -a +b? -0b 








二 (7.75) 


7.4 转向 机 构 


转向 系统 的 第 一 个 单元 是 转向 盘 ， 或 转向 把 ， 驾 驶 人 的 转向 输入 通常 经 过 齿 条 - 齿轮 或 
循环 球 轴承 等 机 械 减 速 系 统 的 轴 向 后 传递 。 将 转向 齿轮 的 输出 传递 到 转向 车 轮 的 装置 称 作 转 
向 机 构 ， 将 运动 从 转向 齿轮 传递 到 转向 杆 系 的 杠杆 称 作 转 向 播 臂 。 

各 车 轮 的 方向 由 一 个 转向 摇 辟 控制， 转向 摇 臂 与 转向 车 轮 的 轮 载 以 键 档 、 锁 紧 锥 面相 
连 。 有 些 车 辆 中 采用 整体 式 轮 载 和 转向 节 臂 。 

为 了 获得 优越 的 操纵 性 ， 乘 用 车 的 前 车 轮 最 大 转向 角 应 达到 35" 左 右 。 

图 7. 27 所 示 为 一 个 平行 四 边 形 转向 机 构 及 其 零件 ， 平 行 四 边 形 转向 杆 系 在 独立 前 轮 车 
辆 中 较为 普遍 ， 不 同 的 转向 机 构 存在 各 种 优点 和 不 足 。 


横 拉杆 中 间 拉 村 横 拉 杆 
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图 7.27 平行 四 边 形 转向 杆 系 及 其 零件 


例 284 转向 机 构 传 动 比 

转向 机 构 传动 比 是 由 转向 盘 转 动 角 度 除 以 转向 车 轮转 向 角度 获得 ， 民 用 车 辆 的 转向 机 构 
传动 比 在 10: 1 左右 ,赛车 的 转向 机 构 传动 比 在 5: 1 左右 。 一 般 而 言 ， 地 面 车 辆 的 转向 机 构 
传动 比 在 1:1 和 20:1 之 间 。 

车 辆 进行 阿 克 曼 转向 时 ， 内 侧 车 轮 和 外 侧 车 轮 与 转向 机 构 传 动 比 不 同 。 其 变化 是 非 线性 
的 ， 且 是 车 轮转 向 角 的 函数 。 
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例 285 人 具 条 -齿轮 式 转向 机 构 

齿 条 -齿轮 式 转向 机 构 是 乘 用 车 中 最 常用 的 转向 机 构 ， 图 7. 28 所 示 为 一 套 齿 条 - 齿轮 
式 转向 机 构 。 齿 条 可 以 布置 在 转向 轴 的 前 面 ， 也 可 以 在 转向 轴 的 后 面 。 驾 强人 的 转动 转向 指 
令 6s 通过 转向 器 转变 为 齿 条 的 平 动 wn = ur (6s)， 再 通过 主 拉杆 转变 为 车 轮 的 转角 6; = 6i 
(ur ) 和 6。=6。(ur)。 总 转向 传动 比 与 转向 絮 传 动 比 和 转向 杆 系 的 运动 学 关系 有 关 ， 主 拉杆 


有 时 又 称 作 横 拉杆 。 
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图 7.28 齿 条 -齿轮 式 转向 机 构 











例 286 ”杠杆 式 转向 机 构 
图 7. 29 所 示 转 向 杆 系 有 时 又 称 作 杠杆 式 转向 系统 。 杠 杆 式 转向 系统 可 以 产生 大 转向 角 ， 


这 类 转向 机 构 常 用 于 轴 距 较 大 且 前 轴 车 轮 为 独立 悬 架 的 货车 ， 其 转向 器 和 三 角 臂 也 可 以 不 在 
车 轴 中 心 放 置 。 
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图 7.29 ”杠杆 式 转向 机 构 











例 287 主 拉杆 式 转向 机 构 
有 时 仅 对 一 个 车 轮 输出 转向 指令 ， 同 时 用 一 根 主 拉杆 把 另 一 个 车 轮 连 接 到 第 一 个 车 轮 ， 


如 图 7. 30 所 示 。 这 样 的 转向 杆 系 常见 于 货车 和 大 客车 等 前 轴 为 整体 式 车 桥 的 车 辆 。 转 向 盘 
的 转动 通过 转向 絮 转 变 成 转向 拉 辟 的 运动 ， 进 而 转变 为 左 侧 车 轮 的 转动 ， 然 后 主 拉杆 再 把 左 
侧 车 轮 的 转动 传递 到 右 侧 车 轮 。 
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图 7.30 主 拉 杆 式 转向 机 构 
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图 7. 31 所 示 为 与 左 侧 车 轮转 向 播 臂 连接 的 转向 结构 ， 该 机 构 用 梯形 杆 系 使 左 侧 车 轮 和 
右 侧 车 轮 相 连 。 
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图 7.31 转向 摇 辟 与 梯形 转向 机 构 的 连接 

例 288 ”多 杆 式 转向 机 构 

大 客车 和 大 型 货车 中 ， 驾 驶 人 座位 往往 位 于 前 轴 前 面 超过 2m 远 的 位 置 ， 这 类 车 辆 通常 
需要 大 前 轮转 向 角 来 实现 较 高 的 机 动 性 能 ， 因 此 需要 更 为 复杂 的 多 杆 式 转向 机 构 ， 图 7. 32 
所 示 为 某 多 杆 式 转向 机 构 的 简 图 。 

转向 盘 的 转动 通过 转向 髓 传递 到 转向 杠杆 ， 转 向 杠杆 连接 着 分 配 联动 装置 ， 分 配 联动 装 
置 通过 长 横 拉 杆 使 左 、 右 侧 车 轮转 动 。 
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图 7.32 多 杆 式 转向 机 构 











例 289 女 反 向 效用 

转向 机 构 把 地 面 输入 向 驾驶 人 反馈 的 性 能 称 作 反 向 效用 ， 驾 驶 人 对 转向 力矩 和 回 正 力 拢 
的 感知 有 助 于 柔顺 转向 。 

齿 条 - 齿轮 式 转向 器 和 循环 球 式 转向 器 能 够 给 驾驶 人 传递 车 轮转 向 力矩 的 反馈 ， 而 蜗杆 
齿 扇 式 转向 器 对 车 轮转 向 力矩 的 反馈 非常 小 。 越 野 车 辆 要 求 较 低 的 转向 力矩 反馈 ， 有 助 于 减 
轻 营 驶 人 的 疲劳 。 

出 于 驾驶 安全 方面 的 考虑 ， 转 向 力矩 反馈 应 该 与 车 辆 速度 成 正比 ， 即 车 速 越 高 ， 转 向 时 需 
要 的 转向 操纵 力矩 也 应 该 越 大 。 这 样 的 转向 机 构 可 以 避免 突然 大 角度 转向 ， 阻 尼 系 数 随 车 速 增 
大 而 增 大 的 转向 阻尼 器 符合 上 述 性 能 要 求 ， 转 向 阻尼 器 还 能 够 降低 摆 振 。 

例 290 女 “助力 转向 

20 世纪 50 年 代 一 种 液压 助力 转向 辅助 装置 发 明 后 ， 助 力 转向 装置 有 了 很 大 发 展 。 从 那 
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以 后 ， 助 力 辅助 装置 逐渐 成 为 汽车 转向 系统 的 标准 配置 。 由 发 动机 驱动 的 液压 泵 提供 液压 
源 ， 助 力 辅助 装置 采用 液体 压力 放大 驾驶 人 对 转向 盘 的 操纵 力矩 ， 最 终 减 小 了 对 敬 驶 人 转向 
操纵 力 的 要 求 。 

近年 来 ， 电 动 扭 算 放大 器 被 应 用 到 汽车 转 问 系统 ， 成 为 取代 液压 扭矩 放大 器 的 装置 。 电 
动 助力 装置 减 小 了 对 液压 助力 装置 的 需求 ， 电 动 助 力 转 向 比 传统 的 助力 转向 效率 更 高 ， 这 是 
因为 电动 助力 转向 电动 机 只 在 转向 盘 转 动 时 提供 助力 ， 而 液压 泵 却 需 要 一 直 转 动 。 助 力 大 小 
的 选择 跟 车 辆 类 型 、 路 面 行车 速度 和 和 驾 驶 人 的 偏好 有 关 。 

例 291 严复 转 问 

由 车 轮 相 对 于 车 身 的 垂直 运动 引起 的 转向 角 称 作 颠 艇 转向 角 。 大 多 数 情况 下 不 希望 车 辆 
发 生 颠 艇 转向 现象 ， 颠 艇 转向 角 是 车 辆 悬 架 和 转向 机 构 的 函数 。 如 果 和 车辆 存在 颠 艇 转向 问 
题 ， 则 车 辆 遇 到 路 面 冲 击 或 侧 倾 转向 时 车 轮 会 发 生 偏转 ， 车 辆 会 发 生 不 随 驾驶 人 预期 的 
前 驶 。 
丰 复 转向 发 生 在 横 拉 杆 的 末端 不 在 其 架 机 构 转 动 的 稳定 中 心 时 ， 因 此 ， 悬 架 机 构 变 形 
时 ， 助 架 机 构 和 转向 机 构 将 会 绕 不 同 的 中 心 点 转动 。 

例 292 转向 轴 偏 置 

理论 意义 上 ， 转 向 车 轮 的 转向 轴 应 该 垂直 于 地 面 并 通过 位 于 轮胎 平面 的 车 轮 中 心 ， 图 
7.31 中 就 是 转向 轴 在 车 轮 中 心 的 例子 。 但 是 ， 车 轮 也 可 以 安装 在 与 转向 机 构 有 一 定 偏 移 
的 位 置 ， 如 图 7. 33 所 示 。 
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图 7. 34 所 示 为 车 轮 偏 置 安装 时 梯形 机 构 转 动 后 的 情况 。 有 偏 置 设计 转向 机 构 的 轮胎 接 
地 印迹 中 心 的 运动 轨迹 是 一 条 半径 为 偏 置 节 臂 长度。 的 圆 弧 。 
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轮胎 接地 印迹 的 中 心 的 运动 路 径 
图 7.34 ”转向 车 轮 相对 于 梯形 转向 机 构 的 偏 置 
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这 种 设计 不 被 建议 用 在 民用 车 辆 中 ， 主 要 是 因为 车 辆 静止 时 转向 需要 很 大 的 转向 力矩 ， 
而 车 辆 行驶 起 来 后 ， 转 向 力矩 又 会 快速 降低 到 可 以 接受 的 水 平 。 采 用 侦 置 设计 ， 可 以 为 其 他 
装置 的 安装 腾 出 空间 ， 并 可 以 简化 制造 。 因 此 可 以 用 在 小 型 越野 车 辆 上 ， 如 Baja 赛车 和 玩 
具 车 。 


7.S 广 ”四 轮转 向 


在 速度 极 低 时 ， 垂 直 于 各 个 轮胎 平面 中 心 的 直线 交 于 一 点 ， 这 是 车 辆 转向 的 运动 学 条 
件 ， 该 交点 为 车 辆 的 转向 中 心 。 

图 7. 35 所 示 为 一 辆 同 相 位 四 轮转 向 车 辆 ， 图 7. 36 所 示 为 一 辆 异 相 位 四 轮转 向 车 辆 。 在 
同 相位 四 轮转 向 结构 中 ， 前 轮 和 后 轮转 向 方向 相同 ， 在 蜡 相位 四 轮转 向 结构 中 ， 前 轮 和 后 轮 
转向 方向 相反 。 四 轮转 向 车 辆 中 转向 角 之 间 的 运动 学 关系 为 








转向 中 心 





图 7.35 同 相 位 四 轮转 向 车 辆 
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转向 中 心 





图 7.36 异 相位 四 轮转 向 车 辆 
wr Ww.cotbor — coto;r 
1 1 cot6，- cot6,, 


式 中 ，wt 和 w, 分 别 为 前 轮 和 后 轮 轮 距 ; Br 和 66 分 别 为 内 侧 和 外 侧 前 轮 的 转向 角 ; 65 和 6。 





cot6w — cot6ir = (7.76) 
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分 别 为 内 侧 和 外 侧 后 轮 的 转向 角 ; ! 为 车 辆 轴 距 。 还 可 以 用 下 面 更 加 通用 的 四 轮转 向 车 辆 转 


向 角 运 动 学 方程 


wr wcotor. — coton 





cotor. cot61 二 


1 1 col8，- cot6h 


(7.77) 


式 中 ，6q 和 人 654 分 别 为 左 侧 和 右 侧 前 轮 的 转向 角 ; 5 和 6 分 别 为 左 侧 和 右 侧 后 轮 的 转向 角 。 
如 果 根 据 图 7. 37 中 的 规定 定义 转向 角 的 符号 ， 则 用 式 (7.77) 可 以 表示 四 轮转 向 系统 

的 同 相位 和 蜡 相位 。 应 用 车 轮 坐标 系 〈*v，yw，zw) ， 可 以 按照 绕 车 辆 坐标 系 z 轴 方 向 的 右 

手 定 则 ， 用 车 辆 坐标 系 * 轴 方 向 与 车 轮 坐 标 系 xv 方向 之 间 的 角 定义 转向 角 ， 因 此 ， 车 轮 向 





左 转 动 时 转向 角 为 正 ， 车 轮 向 右 转 动 时 转向 角 为 负 。 


Xw x 















































正 转 向 角 


图 7.37 转向 角 的 符号 规定 









































负 转 向 角 


证 明 : 按照 四 轮转 向 车 辆 转向 时 车 轮 的 纯 滚 动 条 件 ， 过 各 轮胎 平面 中 心 的 垂 线 应 该 交 于 


一 点 ， 这 也 是 运动 学 转向 条 件 。 


图 7. 38 所 示 为 一 辆 同 相位 四 轮转 向 车 辆 向 左 转向 的 情况 。 其 左 侧 车 轮 在 内 侧 ， 接 近 于 
转向 中 心 0， 在 连 体 坐标 系 中 点 0 与 车 桥 的 纵向 距离 表示 为 c 和 c,。 
前 内 侧 和 前 外 侧 车 轮 的 转向 角 6 和 6 可 以 根据 A04E 和 AOBF 计算 ， 后 内 侧 和 后 外 侧 


车 轮 的 转向 角 6;, 和 6 可 以 根据 A0DG 和 AOCH 计算 。 


C1 





tanpif 二 





tand w= 








(7.78) 


(7.79) 


(7. 80) 


(7. 81) 
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外 侧 车 轮 
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图 7.38 向 左 转向 的 同 相 位 四 轮转 向 车 辆 





消去 式 (7.78) 和 式 (7.79) 中 的 RI 


1 C1 1 C1 








Mn 人 
得 到 前 内 侧 车 轮转 向 角 6 和 前 外 侧 车 轮转 向 角 8w 之 间 的 运动 学 关系 
cot6w — cot6ir = a (7. 83) 
全 
同 理 ， 消 去 式 (7.80) 和 式 (7. 81) 中 的 RI 
1 C2 1 C2 
Re 2 . tano;. = 和 tanO,. M84) 
得 到 后 内 侧 车 轮转 向 角 6, 和 后 外 侧 车 轮转 向 角 6 之 间 的 运动 学 关系 。 
而 的 (7. 85) 
C2 
应 用 如 下 关系 
ci1—c> =/ (7. 86) 
联 立 式 (7.83) 和 式 (7. 85) 
2 1 (7. 87) 





cot6w — cotO;r cot6,. — cotO;. 
求 出 同 相位 四 轮转 向 车 辆 前 、 后 车 轮转 向 角 之 间 的 运动 学 关系 式 (7. 76)。 
图 7. 39 所 示 为 一 个 异 相位 四 轮转 向 车 辆 向 左 转向 的 情况 ， 其 左 侧 车 轮 更 接近 于 转向 中 
心 0, 为 内 侧 车 轮 。 前 内 侧 和 外 侧 车 轮转 向 角 64、66t 可 以 根据 A04E 和 AOBF 计算 ， 后 内 侧 
和 外 侧 车 轮转 向 角 6;.、6,. 可 以 根据 A0DG 和 AOCH 计算 。 
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C1 
tanO;r ee 
RI 2 
C1 
tanO 一 wi 
Ri i 
一 cC> 
— tan6.. = 
工 
RI 2 
































图 7.39 向 左 转向 的 异 相位 四 轮转 向 车 辆 





消去 式 (7.88) 和 式 (7. 89) 中 的 RI 
_1 01 ,1 CI 
人 


得 到 前 内 侧 车 轮转 向 角 86r 和 前 外 侧 车 轮转 向 角 6 之 间 的 运动 学 关系 。 





WE 
cot6,r -cot = 一 
C1 


同 理 ， 消 去 式 (7.90) 和 式 〈7.91) 中 的 已 
R= 1 是 人 到 C2 
1 or ta 2 tang, 


得 到 后 内 侧 车 轮转 向 角 86: 和 后 外 侧 车 轮转 向 角 8. 之 间 的 运动 学 关系 。 














(7.88 ) 


(7.89 ) 


(7.90) 


(7.91) 


(7.92) 


(7.93) 


(7.94) 
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ee (7. 95) 
C2 
应 用 如 下 关系 
c1—c>» =/ (7.96) 
联 立 式 (7.93) 和 式 (7.95) 
(7.97) 





cot6,r — cotO;t cot — cot6;. 
求 出 异 相 位 四 轮转 向 车 辆 前 、 后 车 轮转 向 角 之 间 的 运动 学 关系 式 (7. 76)。 
采用 图 7.37 中 的 符号 规定 ， 可 以 再 次 验证 图 7.38 和 图 7.39 中 的 关系 。 在 异 相位 四 轮 
转向 系统 中 ， 前 轮转 向 角 为 正 时 ， 后 轮转 向 角 为 负 。 在 同 相位 四 轮转 向 系统 中 ， 前 轮转 向 角 
为 正 时 ， 后 轮转 向 角 为 正 。 因 此 式 (7.77) 














wr Wicotbn - coton 
1 1 cot6,. — cotO, 
既 可 以 表示 同 相 位 四 轮转 向 系统 的 运动 学 关系 ， 也 可 以 表示 异 相 位 四 轮转 向 系统 的 运动 学 
关系 。 





cotOr, ~ cotOn = (7.98) 


Wr 


二 i 
1 cotOr,. — cotOn Ge 


cotO,. — cot6, 
车 辆 上 采用 四 轮转 向 (4WS) 系统 或 全 轮转 向 (AWS) 系统 的 目的 是 增强 车 辆 的 转向 
啊 应 、 提 高 高 速 时 的 操纵 稳定 性 或 减 小 低速 时 的 转向 半径 。 异 相位 四 轮转 向 车 辆 的 转向 半径 
小 于 前 轮转 向 (FWS) 车 辆 的 转向 半径 。 
前 轮转 向 车 辆 中 ， 过 前 车 轮 中 心 的 垂 线 与 车 辆 后 桥 轴线 的 延长 线 交 于 一 点 。 在 四 轮转 向 
车 辆 中 ， 两 条 线 可 以 在 xy 平面 的 任意 位 置 相 交 。 该 点 是 车 辆 的 转向 中 心 ， 其 位 置 决定 于 各 
车 轮 的 转向 角 。 
例 293 文 ”转向 角 关系 
设 某 汽车 的 尺寸 参数 如 下 : 
[=2.8m wr=1.35m w,=1.4m (7. 101 ) 
式 (7.78) ~ 式 (7.81) 与 式 (7.88) ~ 式 (7.91) 都 可 以 用 于 求 车 轮 的 运动 学 转向 角 。 假 设 已 知 
其 中 的 一 个 输入 转向 角 ， 比 如 


6 (7. 100) 























6f =15° (7. 102) 

要 求 出 其 他 转向 角 ， 需 要 先 确 定 转 向 中 心 0 的 位 置 。 参 数 ce 、c 和 Ri 中 的 一 个 参数 确定 

后 ， 转 向 中 心 的 位 置 就 可 以 确定 。 例 如 ， 假 设 汽 车 在 向 左 转向 ， 且 已 知 5 的 值 。 因 此 ， 左 

前 车 轮 的 垂 线 也 已 知 ， 转 向 中 心 可 以 是 这 条 直线 上 的 任意 一 点 ， 当 选取 垂 线 的 一 点 时 ， 其 他 
车 轮 的 转向 角 就 可 以 根据 这 一 点 的 位 置 来 确定 。 

四 轮转 向 系统 的 转向 角 关 系 是 四 个 方程 联 立 而 成 的 方程 组 ， 每 个 方程 有 两 个 变量 。 

56f=6ir(cl, Ri) 6uw=6u(cl，RI) 《7. 103 ) 

6;.=6,(c, RI) 5 =6%(c,, Ri) (7. 104) 

如 果 已 知 ct 和 Ri， 则 可 以 唯一 地 确定 转向 角 641、6%、6;. 和 6。,。 但 是 ， 工 程 实际 中 ， 往 往 是 
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已 知 一 个 车 轮 的 转向 角 ， 例 如 6;， 需 要 确定 其 他 车 轮 的 转向 角 8、6;, 和 6,,。 如 果 已 知 ci 或 
Ri ， 则 可 以 完成 上 述 工作 。 
本 例 中 ， 假 设 














R| =50m (7. 105) 
根据 式 (7.75) 可 知 
w ls 3 
ci = (a ~ rianes = (5 a. 六 =13.217m (7. 106 ) 
因为 ，cl >1，6if >0， 所 以 车 辆 为 同 相 位 四 轮转 向 结构 ， 其 转向 中 心 位 于 车 辆 后 桥 的 后 面 。 
c =cl-/1=13.217 -2.8=10.417m (7. 107 ) 
应 用 式 (7.79) ~ 式 (7. 81) 得 到 其 他 转向 角 。 
3.217 
Oor = arctan = arctan 
wr 50+ 1. 35 
Ri+ 7 7 
=0.25513rad 二 14. 618° (7. 108) 
6;. = arctan 2 arctan Ua 
Wr 50 _1.4 
Ri 2 2 
=0. 20824rad 二 11. 931° (7. 109) 
C2 10. 417 
0 = arctan 1 
Wi 50 1.4 
RI + 不 Dp 
=0. 20264rad 二 11. 61° (7.110) 


例 294 文 ”转向 中 心 的 位 置 
转向 中 心 在 车 体 坐 标 系 中 的 位 置 坐标 为 (xzo，yo) ， 各 坐标 值 


0 (7.111) 





1 + (wt tan6ir ~ w, tané;, ) 
A tan6if -tan6i， Goal 
式 (7.112) 通过 把 式 (7.92) 和 式 (7.94) 中 的 ci 和 cs 代入 式 (7.96) 获得 ,并 用 
6fr 和 0 表示 yo，yo 也 可 以 用 6 和 6566. 表示。 
式 (7.111) 和 式 (7.112) 既 可 以 确定 同 相位 四 轮转 向 系统 转向 中 心 的 坐标 ， 也 可 以 
确定 异 相 位 四 轮转 向 系统 转向 中 心 的 坐标 。 
例如 ， 某 汽车 参数 为 
[=2.8m w=1.35m w,.=1.4m al=a (7.113) 
6f =0. 26180rad 二 15° 
6u =0. 25513rad 14. 618° 
6;. =0. 20824rad 二 11.931° 
6 =0. 20264rad 二 11.61° (7.114) 


or 














求 其 转向 中 心 的 位 置 。 
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Ww 
0 cot6,. — cot6;. 
2.8 1.4 
0 we 
[+ 到 (zx tan6if 一 Witan6i ) 
0 tan6d;r -tan6i， 
2.8 +3(1.35tan0. 26180 - 1. 4tan0. 20824) 
E tan0. 26180 -tan0. 20824 =50.011m (7.116) 
对 于 前 轮转 向 车 辆 ， 其 转向 中 心 的 位 置 在 
1 1 
Xo = 一 02 Y0 7 2 rT ran (7.117) 
对 于 后 轮转 向 车 辆 ， 其 转向 中 心 的 位 置 为 
: (7. 118) 


Xo=a i ee 
0 1 yo 2 tand;, 


例 295 娘 ”曲率 半径 


设 用 全 域 坐 标 系 中 的 数学 函数 Y=f(X) 表示 某 道路 上 车 辆 的 运动 轨迹 ， 该 道路 上 茶点 








处 的 曲率 半径 RR 为 
_ (+Y?)” 
及 .= 到 
式 中 
,_dy ee a 
dX -9 用 
设 某 道 路 的 轨迹 方程 为 
xX /XX wl 
7=200 Y=100 Y=100 
式 中 , XX 和 了 的 单位 均 为 m。 则 道路 的 曲率 半径 为 
(+7 | 1 - 
和 
在 X=30m 处 
2 3 ww 1 -1 
i A 
因此 
R=113. 80m 


例 296 文 ”对 称 型 四 轮转 向 系统 


(7. 119 ) 


(7. 120) 


(7. 121 ) 


(7. 122 ) 


(7. 123 ) 


(7. 124 ) 


图 7. 40 中 对 称 型 四 轮转 向 车 辆 的 前 轮转 向 角 与 后 轮转 向 角 方向 相反 大 小 相等 ， 对 称 型 





四 轮转 向 的 转向 运动 学 关系 可 以 简化 为 


cot6, — cot6; = 了 + 


we Wr 
l 


C1 和 C2 简化 为 


(7. 125 ) 
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(7. 126) 





0 


转向 中 心 














到 7. 40 ”对 称 型 四 轮转 向 车 辆 








例 297 女 cvcl 比 
从 车 辆 前 轴 到 转向 中 心 的 距离 为 cu ， 从 后 轴 到 转向 中 心 的 距离 为 cv ， 用 c, 表示 这 两 个 
距离 的 比 ， 并 称 之 为 四 轮转 向 因数 。 





cy» wcoter. -coton 





(7. 127) 


a 一 | 
” cl wreotd, — cotO, 


对 异 相位 四 轮转 向 车 辆 c, 为 负数 ， 对 同 相位 四 轮转 向 车 辆 c, 为 正 数 。c, =0 时 ， 汽 车 为 前 轮 
转向 车 辆 ，c, = - % 时， 汽车 为 后 轮转 向 车 辆 ， 对 称 四 轮转 向 车 辆 的 c, = -1。 

例 298 女 ”转向 长 度 /， 

对 于 四 轮转 向 车 辆 ， 定 义 一 个 转向 长 度 
de 
: i 


1 Wr Ww 





= 7 7. 128 
/ \cot6n - cot6n 和 cot6,. — cot6, ( ) 


前 轮转 向 汽车 的 转向 长 度 1, =1， 对 称 型 四 轮转 向 汽车 的 转向 长 度 !; =0， 后 轮转 向 汽车 的 转 
向 长 度 4, = -1。 若 某 汽车 为 异 相位 四 轮转 向 汽车 则 -1 <1, <1， 若 某 汽车 为 正 相 位 四 轮转 向 
汽车 则 4 >1 或 1 < -1。 和 >1 对 应 转向 中 心 在 汽车 后 轴 后 面 的 情况 ，/; < -1 对 应 转向 中 心 
在 车 辆 前 轴 前 面 的 情况 。 

比较 前 轮转 向 车 辆 和 四 轮转 向 车 辆 的 转向 中 心 ， 前 轮转 向 车 辆 的 转向 中 心 始终 在 车 辆 后 
轴 的 延长 线 上 ， 其 转向 长 度 !, 始终 等 于 1。 而 全 轮转 向 车 辆 的 转向 中 心 可 能 > 

1) 如 有 果 71, < -1， 转 向 中 心 在 前 轴 之 前 。 

2) 如 果 -1<A<1， 转 向 中 心 在 前 轴 和 后 轴 之 间 。 

3) 如 果 上 >1， 转 向 中 心 在 后 轴 之 后 。 

图 7.41 所 示 为 不 同 转 向 长 度 车 辆 的 比较 。 图 7. 41a 为 前 轮转 向 汽车 ， 图 7.41b ~ d 分 别 
表示 四 轮转 向 车 辆 转向 长 度 为 4;, < -1、-1</,<1 和 1, >1 的 情况 。 
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[8 
0 
a) b) 
0 
0 
c) d) 


图 7.41 不 同 转向 长 度 车 辆 的 比较 


























例 299 娘 ”前 轮转 向 和 阿 克 曼 条 件 
将 5 一 0 和 5 一 0 代入 四 轮转 向 运动 学 关系 式 〈7. 77) ， 该 方程 简化 为 前 轮转 向 车 辆 的 
阿 克 曼 条 件 式 〈7. 1) 。 











cot6i -cot6h = (7. 129) 
将 阿 克 曼 条 件 写 成 上 述 方程 的 形式 ， 可 以 在 计算 时 避免 反复 检查 哪个 是 内 侧 车 轮 ， 哪 个 是 外 





侧 车 轮 。 

例 300 文 ”转向 半径 

求 车 辆 的 转向 半径 时 ， 可 以 分 别 对 同 、 异 相位 四 轮转 向 车 辆 定义 如 图 7. 42 和 图 7.43 所 
示 的 自行 车 等 效 模型 。 转 向 半径 尺 垂直 于 车 辆 质心 C 处 的 速度 矢量 v。 

用 图 7.42 中 的 正 相 位 四 轮转 向 结构 检查 上 述 结论 ， 根 据 自 行车 模型 的 几何 结构 可 知 




















有 =(a +c) +R? (7. 130) 
R 1 
cot6r = 一 二 (cot6if + cot6,r) (7.131) 
| 
因此 
R= V(ay +c)2 +cicot25i (7.132) 


验算 表明 ， 图 7. 43 中 的 异 相位 四 轮转 向 车 辆 的 转向 半径 也 可 以 根据 式 (7. 132) 计算 。 

例 301 六 ”被 动 四 轮转 向 和 主动 四 轮转 向 

高 速 行 驶 时 异 相位 四 轮转 向 产生 的 横 摆 角速度 过 大 ， 所 以 异 相位 四 轮转 向 不 适用 于 高 速 
行驶 。 低 速 行驶 时 则 相位 四 轮转 向 会 使 转向 半径 增 大 ， 所 以 同 相位 不 适用 于 低速 行驶 。 为 了 
更 好 地 发 挥 四 轮转 向 系统 的 优势 ， 需 要 一 个 智能 系统 根据 车 速 调整 车 辆 的 转向 模式 ， 并 根据 
不 同 的 目标 改变 转向 角 ， 这 种 智能 转向 系统 又 称 作 主动 转向 系统 。 

主动 转向 系统 可 以 在 低速 行驶 时 进行 异 相位 转向 ， 在 高 速 行驶 时 进行 同 相 位 转向 。 进 行 
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图 7.42 同 相位 四 轮转 向 车 辆 的 自行 车 模型 





















转向 中 心 




















图 7.43” 异 相位 四 轮转 向 车 辆 的 自行 车 模型 














异 相位 转向 时 ， 后 轮转 动 方 向 与 前 轮 相反 ， 使 车 辆 转向 半径 明显 变 小 。 进 行 同 相位 转向 时 ， 
后 轮转 动 方向 与 前 轮 相同 ， 从 而 增 大 侧 向 力 。 

被 动 四 轮转 向 系统 的 前 轮 和 后 轮转 向 角 之 间 有 一 个 固定 的 比例 关系 ， 意 味 着 c, 的 值 也 
固定 。 被 动 转向 可 以 用 于 抵消 某 些 不 期 望 的 车 辆 行为 趋势 ， 例 如 ， 前 轮转 向 系统 中 的 后 轮 有 
朝 转向 外 侧 轻微 转动 的 趋势 ， 这 种 趋势 会 降低 稳定 性 。 

例 302 文 ”自动 驾驶 

设 一 辆 在 全 域 坐标 位 置 (X，Y) 处 的 汽车 在 道路 上 运动 ， 如 图 7. 44 所 示 。 点 C 表示 汽 
车 位 置 处 道路 的 曲率 中 心 ， 并 令 该 道路 曲率 中 心 为 此 刻 汽 车 的 瞬时 转向 中 心 。 

全 域 坐标 系 6 位 于 地 面 ， 车 辆 坐标 系 刀 位 于 汽车 的 质心 C,，z 轴 和 2 轴 互 相 平 ， 角 水表 
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“了 





图 7.44 一 辆 在 道路 上 运动 的 汽车 到 达 曲 率 中 心 为 C 点 的 位 置 








示 XX 轴 与 x 轴 之 间 的 夹 角 。 如 果 (Xc，Yc) 是 C 在 全 域 坐标 系 G 中 的 坐标 ， 则 5 在 车 辆 坐 
标 系 B 中 的 坐标 为 





Bre =R. y( re- "qd) (7.133) 

Xe cosyy sinjy 0 Xe X 

yc = -siny cosy 0 Ys = 

0 0 0 1 0 0 

(Xec—-X) cosy+ (Ye—-Y) siny 
= (Yc-Y) cosy— (Xec—-X) siny (7. 134) 
0 

已 知 点 C 在 车 辆 坐标 系 中 的 坐标 ， 就 可 以 确定 RR、cl 和 cs。 
Ri=yc= (Yec—-Y) cosy— (Xe -= 和) siny (7. 135) 
Cy = -a -Xxc=— (Xec-X) cosy— (六 -站 siny -a (7. 136) 
ci1=c +l=— (Xec—-X) cosy — (Ye-Y) siny +ai (7. 137) 





进而 可 以 根据 式 (7.78) ~ 式 (7. 81) 唯 一 地 确定 所 需 转向 角 。 

用 数学 函数 了 =f(X) 在 全 域 坐标 系 中 定义 道路 ， 则 对 于 道路 上 的 任意 一 点 XX， 都 可 以 确 
定 车 辆 的 位 置 和 车 辆 坐标 系 中 转向 中 心 的 位 置 。 接 着 可 以 确定 所 需 转向 角 ， 从 而 保持 车 辆 在 
道路 上 行驶 ， 并 维持 车 辆 正确 的 方向 ， 这 一 原理 可 以 用 于 设计 自动 驾驶 车 辆 。 

例如 ， 一 辆 汽车 沿 着 道路 的 切 向 方向 行驶 ， 道 路 的 轨迹 方程 为 


























x2 
7=200 (7. 138 ) 
式 中 和 和 了 的 单位 是 m。X=30m 时 ， 有 YY=4.Sm， 及 =0.3 和 六 =0.01。 因 此 
y = arctan 5 = arctan0. 3 =0. 29146rad 二 16.7° (7. 139) 


根据 例 295 中 的 计算 ， 道 路 在 (30, 4.5) 处 的 曲率 半径 为 
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R=113. 80m (7. 140) 
道路 的 切线 方程 为 

V4.3=0.3(T -30) GA 
故道 路 的 法 线 方程 为 

= 条 本 -X30) (7.142) 


已 知 RR, =113.80m， 即 





ed +) 所 0 = (7.143) 
又 有 
(X-Xc) +(Y-Y.) =R (7. 144) 
可 以 求 出 式 (7.142) 直线 和 式 (7. 144) 圆 弧 交点 处 道路 曲率 中 心 的 全 域 坐标 (Xec，Y6 )。 
Xe = -2.7002m Y=113.5m (7.145) 
则 车 辆 坐标 系 中 转向 中 心 的 坐标 应 为 
Ye cos sinjy 0 Xe xX 0 
ye = siny co 0 YY- Y = 113.8 (7. 146) 
0 0 0 1 0 0 0 


例 303 文 ”曲率 方程 
设 某 车 行驶 轨迹 方程 为 Y=f(X)， 速 度 为 wx， 加 速度 为 a。 和 车 辆 行驶 轨迹 的 曲率 kx = 
1/R 为 
































a (7.147) 
“= 页 = 
式 中 ，a, 是 加 速度 a 的 法 向 分 量 。 该 法 向 分 量 a 指 问 转向 中 心 ， 大 小 等 于 
1 1 
a, =| 一 xdalj= 一 | xal 
亿 人 
1 YX -XY 
= (ayvx —axvy) = J (7. 148) 
所 以 
这 -好 入- 孙 1 
“ (下 + 有 )52 站 EEL (7. 149 ) 
“ 昌 
同时 
，d7 了 
了 = 入 = 部 (7. 150) 
,dy d 总 这 -好 
=- x\ 计 | i\ 计 | 评 = 区 Ce 
进而 根据 轨迹 方程 求 出 轨迹 曲率 公式 和 曲率 半径 公式 。 
了 (7. 152) 


4 了 何 二 有 2)32 
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1 _ (1 和 























Re = 一 忆 = py- (7. 153 ) 
例如 ， 给 定 道路 的 轨迹 方程 
x2 
YS (7.154) 
在 某 一 点 和 =30m 时 有 
9 3 
Y=7m Y=70 Y=106 | (7. 155 ) 
故 有 
K=8.7874x10-3m-! R.=113.80m (7. 156 ) 
例 304 文 ”全 域 坐标 系 中 的 曲率 中 心 
设 将 平面 道路 表示 为 如 下 全 域 坐 标 系 中 的 参数 方程 
X=X(t) 了 = 六 站 (7.157) 
在 道路 上 某 点 (X60，】H) 处 的 垂 线 为 
Y=Y, -(X-X,)/tang (7. 158 ) 
dy dy/dt 了 
tand = = qd (7.159) 
曲率 中 心 (Xe ,Yc) 位 于 垂 线 上 ,与 点 (X,Y) = (Xo ,六 ) 的 距离 为 RR ,所 以 
We i (7. 160) 
YX -XY YX -XY 


应 用 式 (7.146) ， 运 动车 辆 坐标 系 * 轴 与 全 域 坐标 系 X 轴 的 夹 角 为 ww， 运 动车 辆 坐标 系 中 曲 
率 中 心 的 坐标 为 
xce =(Xe—-X)cosy + —Y)siny 














2 + 
= = (Xsiny — et ee (7.161) 
yc = (Yc —-Y)ceosy— —X)siny 
2 上 + 六 
三 = (Xecosy 十 Se 六 (7. 162) 
例如 ,对 于 下 面 全 域 坐 标 系 里 的 抛物 线 轨迹 
12 
De Ve (7. 163) 
曲率 中 心 坐 标 应 为 
.= 对 一 + -Y=2.5244 x10 -+—0.00017 (7. 164 ) 
YX -XY 
> 
y=y+ d+ -0.0157 +100 (7. 165 ) 
YX -XY 
例 305 娘 ”椭圆 形 轨 迹 和 曲率 中 心 
设 椭 圆 形 轨迹 的 方程 为 
X=acost Y=bsint (7.166) 


a=100m b=65m (7. 167 ) 
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全 域 坐标 系 中 道路 的 曲率 中 心 位 于 
YR+) eh 


3,_231 ;3 
= COS 二 COS 上 
4 


Xc=X- 








YX -XY 
V/ v2 ，T2 2 _72 加 
7< -了 + 二 ) 三 Se I ey 
* YX -XY b 13 


因此 ， 和 车辆 坐标 系 中 曲率 中 心 应 该 为 


P+ 


Xe = (Xsiny - Ycosy; ) J 








(= -bb 


cos3 — acost Jeosy 





2 12 
do 一 0 ; 
A | 和 sin3f + bsint | siny 





号 2 
ye =(Xcosy + Ysiny) 去 





2 712 
do 一 0 
= 一 | sin37 十 sintjeosy 





2 2 
co 一 1 
一 | cos3t 一 acost Jsiny 


图 7. 45 所 示 为 椭圆 形 轨 迹 及 其 曲率 中 心 。 


I 

















图 7.45 ”椭圆 形 轨迹 及 其 曲率 中 心 











7.6 女 ”道路 设计 


道路 由 多 段 被 过 渡 转 向 段 连接 起 来 的 直线 和 弧 线 轨迹 路 段 组 成 ,道路 设计 的 基本 标准 站 








(7. 168 ) 


(7. 169 ) 


(7. 170) 


(7. 171) 





I 





曲率 连续 光滑 。 回 旋 螺 线 是 道路 设计 中 最 好 的 光滑 过 渡 连 接 曲线 ,该 曲线 由 参数 方程 表示 , 称 


作 菲 涅 耳 积分 。 
(EY 三 af eosl 2 jd 


Y(t) = a sin( Tw jd 





(7. 172) 


(7. 173 ) 
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回旋 螺 线 的 曲率 随 着 弧 长 的 变化 进行 线性 变化 ， 这 种 线性 特性 使 回旋 螺 线 成 为 最 光滑 的 过 渡 


曲线 。 图 7. 46 所 示 是 比例 系数 为 a =1， 变 量 范围 为 -mi 的 回旋 螺 线 。 比 例 系数 a 是 











描述 曲线 缩小 和 放大 的 倍率 参数 ,i 的 取 值 范围 决定 回旋 螺 线 中 曲率 的 变化 量 ， 如 回旋 螺 线 


的 初始 正切 角 和 最 终 正 切 角 。 





图 7.46 参数 为 a=1， 
给 定 1 值 时 ， 回 旋 螺 线 的 弧 长 ; 为 


s=at 






(7. 174) 


如 果 变 量 i 表示 时 间 ， 则 a 应 为 治 轨迹 运动 的 速度 。 对 于 某 确定 的 :+， 回 旋 螺 线 的 曲率 k 和 





曲率 半径 只 分 别 为 
mt 
R= -0 
K Tt 
对 于 确定 的 +， 回 旋 螺 线 的 正切 角 0 为 
.02 
= 


(7. 175 ) 


(7.176) 


(7.177) 


曲率 线性 增 大 的 道路 等 同 于 在 进入 轨迹 时 转向 车 轮 在 正中 位 置 ， 然 后 以 固定 角速度 转动 转向 


车 轮 ， 这 正 是 预期 的 自然 驱动 作用 。 





证 明 : ty 和 之 间 参 数 化 平面 曲线 =X(i)，Y= Y(t) 的 弧 长 s 用 下 面 的 方法 计算 。 


Sy 


代入 回旋 螺 线 参数 方程 式 (7.172) 和 式 (7.173) 后 得 到 


= | 【LE 二 (2) a 








三 af eo (FE): sin2 | Tu jd = af id = at 


用 弧 长 * 作为 参数 表示 的 平面 曲线 =X(1) ,Y= Y(t) 的 曲率 «为 





人 ds? ds 














应 用 式 〈7. 179) 的 结果 ， 用 弧 长 ; 代替 变量 + 





(7.178) 


(7.179) 


(7. 180) 
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t= 一 (7. 181) 
并 定义 回旋 螺 线 参数 方程 式 〈7. 172) 和 式 (7. 173 ) 
Ss/a 
Xls) = af cos( Fi Ju (7. 182) 
s/a 
所 站 = a| sin( Fu Jdu (7. 183) 
因此 ， 回 旋 螺 线 的 曲率 为 
K= 7 oor [于 已 rsin [TE 与 | - 检 = 亚 (7. 184 ) 
在 回旋 螺 线 上 某 点 1 处 正切 方向 的 斜率 tan9 为 
d dy/d asin TP 
_dY dyY/dt  \2 a TT ,2 
ianb = Ty = J = 和 =tan[ Te) (7. 185) 
ceos| 亚 | 
所 以 ， 切 线 的 倾斜 角 0 为 
T TT 57 
回旋 螺 线 在 无 穷 远 时 到 达 点 (a/2，a/2) 处 。 
六 lim (af eos( Tu jau) = (7. 187) 
Y(t) = lim | a sin( Tw jaj= = 二 (7. 188 ) 


联 立 弧 长 方程 和 曲率 方程 ， 可 以 把 回旋 曲线 的 曲率 K 二 s 线性 变化 的 形式 ， 
这 时 的 曲线 曲率 为 


K(s) = Ts =hks (7. 189) 
a 


式 中 ，* 是 弧 长 ;有 是 曲率 的 锐 度 或 变化 率 。 

图 7.47 是 回旋 螺 线 与 比例 系数 a、 曲 率 x 和 倾斜 角 9 等 参数 的 关系 设计 图 。 比 例 系数 a 
越 大 ， 回 旋 螺 线 也 越 大 。 固 定 倾斜 角 9 的 倾斜 直线 与 不 同 放大 因数 a 的 回旋 螺 线 相交 ， 各 固 
定 曲率 « 的 回旋 螺 线 与 各 固定 a 的 回旋 螺 线 和 固定 9 的 直线 均 相 交 。 

回旋 螺 线 过 渡 方 程 是 道路 参数 变化 时 的 合理 解 ， 例 如 侧 倾角 的 变化 ， 由 平 直 道路 变 为 
周 轨 迹 上 的 倾斜 道路 时 需要 一 个 过 渡 侧 倾角 。 

例 306 回旋 螺 线 的 历史 
回旋 螺 线 又 称 作 考 纽 螺 线 (Cornu spiral) ， 用 于 纪念 重新 发 现 回 旋 螺 线 的 法 国 物理 学 家 
阿尔 弗 雷 德 . 考 纽 (Alfred Cornu，1841 -1902) 。 回 旋 螺 线 也 称 作 欧 拉 螺 线 ， 因 为 雷 易 纳 多 

" 欧 拉 (Leonard Eular，1707 -1783) 和 雅克 … 伯 努 利 (Jacques Bernouli，1654 -1705) 首 
0 回旋 螺 线 ， 后 者 对 弹性 构件 的 变形 建立 了 回旋 螺 线 公式 。 为 了 纪念 奥古斯丁 - 

" 菲 涅 耳 (Augustin - Jean Fresnel，1788 - 1827) ， 回 旋 螺 线 还 可 以 称 作 菲 涅 耳 螺 线 ， 菲 
本 而 认 通 地 朵 长 了 有 簿 对 的 人 利明 有 和 关 5 天 灯 友 砚 了 该 回旋 令 大 。 在 车 辆 动力 学 和 
公路 设计 中 ， 可 以 称 回旋 螺 线 为 过 渡 螺 线 ， 用 于 表示 道路 拐角 连接 段 。 
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图 7.47 回旋 螺 线 与 放大 因数 4、 曲率 x 和 倾斜 角 0 等 参数 的 关系 设计 图 











19 世纪 ， 人 们 认识 到 渐变 曲率 道路 形状 的 必要 性 。 从 一 段 道路 到 男 一 段 道路 之 间 多 数 
可 以 采用 圆 形 路 段 连接 ， 同 时 也 用 曲率 渐变 的 过 渡 曲 线路 段 连接 两 个 路 段 。 亚 瑟 . 塔 尔 波 特 
(Arthur Talbot，1857 -1942) 于 1880 年 推导 出 与 伯 努 利和 菲 涅 耳 的 成 果 相 同 的 积分 ， 并 提 
出 了 铁路 轨道 过 渡 螺 线 。 因 此 ， 回 旋 螺 线 也 称 作 塔 尔 波 特 曲线 ， 塔 尔 波 特 曲线 已 被 用 于 铁路 
轨道 和 公路 建筑 中 。 

传说 克 洛 索 (Clotho) 是 三 个 命运 之 神 中 纺 造 生命 之 线 的 女神 ， 她 把 人 的 生命 之 线 缠绕 
到 纺锤 上 。 二 十 世纪 之 初 ， 意 大 利 数 学 家 埃 内 斯 托 . 塞 萨 罗 (Ernesto Cesuro，1859 - 1906 ) 
从 诗歌 中 获得 灵感 ， 命 名 该 双 螺 旋 线 形状 的 曲线 为 “回旋 ”(clothoid) 螺 线 。 

例 307 文 ” 定 积 分 的 导数 

定 积 分 的 求 导 需要 根据 莱 布 尼 茨 公式 进行 





























d Ww p09 qf db da 
Bhd = | Ba tABD) 0] -A 可 且 (7. 190) 
基于 莱 布 尼 茨 公式 对 回旋 螺 线 参数 化 表达 式 求 导 ， 并 计算 式 (7.178) 中 的 弧 长 *。 
党 三 os To jdu = acos| ed (7. 191) 
dy df . 
本 和 [sin Ti du = asin( Ze) (7. 192) 


式 (7. 180) 中 «的 计算 也 可 以 基于 莱 布 尼 芯 公式 计算 。 


dX dr gy, - (到 二 | 
“于 cos( Tu ju =008| 坟 (7. 193 ) 
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dy A SE fe aE 
= a S1H 了 jd 二 sin| 工 








ds dt a 
dxX_d ™ EE _ TS ，| 工 | 
2 一 ds COS 2 2 Sin 2 5 

dy d .| 工 a TS 看 | 
ds 二 ds S1H 2 2 COS 2 2 


网 308 ”给 定 a 和 的 连接 路 段 


令 a=200， 从 0, 0) 开始 做 回旋 螺 线 道路 的 曲线 ， 在 曲率 x =0. 01 时 的 某 一 点 结束 。 


应 用 
Ka 
T 


可 以 定义 过 渡 路 段 的 参数 方程 式 (7.172) 和 式 (7.173) 如 下 
X(k) = a 


站 


(庆生 a [全 sa 全 :ju 


则 在 k=0.01，a =200 时 回旋 螺 线 道路 的 坐标 为 
X =122.2596310 “六 =26. 24682756 
道路 在 该 点 处 的 斜率 为 


0= ar =0.6366197722rad =36. 475° 
TT 


因此 ， 道 路 在 该 点 的 切线 为 
Y= -64. 14007833 +0.7393029502X 





道路 在 该 点 的 法 线 为 
Y=191.6183183 - 1. 352625469X 





(7.194) 


(7. 195) 


(7. 196) 





(7. 197) 


(7. 198 ) 


(7. 199 ) 


(7. 200 ) 


(7.201 ) 


(7. 202 ) 


(7. 203 ) 


有 了 相 切 曲率 圆 的 半径 , 尽 =1Zk =100， 就 可 以 求 出 法 线 (7.203) 上 相 切 圆 圆心 5 的 坐标 。 





=62. 81155414 Y=106.6578104 


(7. 204) 


图 7. 48 所 示 为 曲率 «=0.01、a=200 时 回旋 螺 线 的 切线 、 法 线 和 相 切 圆 ， 回 旋 螺 线 绘 


至 k=0.025。 


三 全 














100 





150 





-50 


图 7.48 ”曲率 k=0.01、a=200 时 回旋 螺 线 的 切线 、 法 线 和 相 切 圆 ， 











一 


回旋 螺 线 绘 至 «x = 0. 025 
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例 309 娘 ”直路 和 圆 形 路 的 连接 
假设 需要 定义 一 条 与 某 给 定 圆 形 道路 连接 的 回旋 螺 线 道路 ， 回 旋 螺 线 道路 的 曲率 从 0 开 
台 ， 起 点 在 和 并 轴 上 。 圆 形 道路 半径 尺 =100， 圆 心 在 点 C (62. 811，106. 658) 处 。 
(X-62.811)? +( 了 -106. 658)7 =100? (7. 205 ) 
因此 ， 过 渡 道 路 起 点 必须 在 站 轴 上 ， 且 从 «k=0 开始 ,过 渡 道 路 与 圆 形 道路 结合 点 的 曲率 应 
为 k=1/100。 由 于 




















k= = (7. 206) 


3 0 
CK 二 a eos( Tw ju 


(7. 207 ) 
Y(K) = a ain( Tw jd 
已 知 终点 处 的 曲率 «=0.01， 可 以 求 出 回旋 螺 线 终点 坐标 关于 a 的 函数 
0. 0la/™ 
X(a) = a s[ Ti du 
| ~ (3 (7. 208) 


YU) a sin( ju 


接 下 来 需要 求 出 放大 因数 a,， 使 回旋 螺 线 道路 (7.207) 与 圆 形 道路 (7. 205) 接合 处 的 斜率 
相等 。 圆 形 道路 在 (X，Y) 点 处 切线 的 斜率 为 
(XX-62. 811) 





Y’ = tan0 = “(YY-106.658) (7. 209) 
回旋 螺 线 的 斜率 倾角 关于 a 的 函数 为 
0= 工 记 二 (7.210) 
人 2 27 





为 了 使 回旋 螺 线 道路 与 圆 形 道路 在 (X,Y) 处 具有 相同 的 斜率 ， 需 要 推导 出 联系 放大 因数 
a 和 回旋 螺 线 道路 终点 坐标 分 量 的 方程 


—(X-62.811) _ _5 2 
ll 106. 658 =1.5915 x10 a C79211) 


式 (7.211)、 式 (7.208) 和 式 〈7. 205) 联 立 获得 求 a 的 方程 ,下面 定义 残 差 关于 a 的 方 
程 ， 并 在 图 7. 49 中 给 会 出 其 曲线 。 














220 240 260 280 





a 





(X-62. 811) 








到 7.49 残 差 e = arctan 一 1. 5915 x 10 -5a2 关于 wu 的 函数 











了 一 106. 658 
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- (X-62.811) Se 
e = arctan 了 106 658 1.5915S x 10 一 aw 
= arctan 三 六 ce — 1.5915 x 10 35a? 
1002 - (和 -62.811)? 
0.01or E22 
(中 cos( Fi? Jau -62.811 | 
-arelan 0. 01a/ 2 
2 由 a/T T 2 _ 
00 (ef cos| 了 ju 62.811| 
-1.5915 x 10-5a2 
解 方程 求 出 a。 
a =200 (7.213) 
回旋 螺 线 方程 为 
X(k) = a eos( Ti )an 
0 2 (7.214) 
KAa/T TT 
(KY), a sin( Ti jan 
Kk =0.01 时 坐标 为 
Xo = 122. 2596310 Y=26. 24682756 (7.215) 
该 点 处 的 道路 切线 倾角 、 道 路 切线 、 道 路 法 线 为 
b = =0. 6366197722rad =36. 475° (7.216) 
TT 
Y= -64. 14007833 +0.7393029502X (7.217) 
Y=191.6183183 -1. 352625469X (7.218) 


图 7.48 所 示 为 曲率 «x =0.01、a=200 时 回旋 螺 线 的 切线 、 法 线 和 相 切 圆 ， 回 旋 螺 线 绘 
至 k=0.025。 
例 310 文 ”直路 和 另 一 个 圆 形 路 的 连接 
假设 需要 确定 与 某 圆 形 道路 连接 的 回旋 螺 线 道路 ， 回 旋 螺 线 道路 曲率 从 0 开始 ， 起 点 在 
和 轴 上 。 圆 形 道路 半径 为 尺 =80m， 圆 心 在 点 C(100，100) 处 。 
(X-100)*? +(Y-100)?=80? (7.219) 
用 «表示 的 过 渡 道 路 的 表达 式 (7.172) 和 式 (7.173) 为 


X(k) = a “eos (TE jd 



































(7. 220) 
Y(K) = a sin( Ta 
取 终 点 处 的 曲率 k=1AR=0.0125， 可 以 求 出 回旋 螺 线 终点 坐标 关于 a 的 函数 。 
0. 0125a/m 
X(a) = a cos| Tw? Jdu 
| > (7.221) 


0.0125a/m 
Y(a) = | sin( Fu? jdu 


区 道路 式 (7.219) 在 (X,Y) 点 处 切线 的 斜率 为 














an 
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7 =tan0 = 人 {7.222) 
回旋 螺 线 道路 的 斜率 倾角 关于 a 的 函数 为 
VT 00 R10 (7. 223) 
2 27 
回旋 螺 线 道路 与 圆 形 道路 应 该 在 连接 点 处 具有 相同 的 斜率 ， 因 此 
arctan = =2.4868 x10 -5a? (7. 224) 


式 (7.224)、 式 (7.219) 和 式 (7.221) 联 立 获得 求 a 的 方程 ,把 了 Y=Y(CX) 代 入 ， 替 
换 tan 项 和 arctan 项 后 产生 四 个 关于 a 取 值 的 方程 。 为 了 观察 可 能 的 解 ， 下 面 定义 两 个 残 差 
方程 式 (7.225) 和 式 (7. 226)。 











e = arctan 0 —2.4868 x1075a? (7.225) 
+ V80 - (X-100)? 
e= 0 —tan(2. 4868 x10 5a?) (7. 226) 





+ V80” - (X -100)” 
图 7.50 所 示 为 式 (7.225) 的 情况 ,图 7.51 所 示 为 式 (7. 226) 的 情况 。 式 (7.225) 的 
解 为 
a =230. 7098693 a =130. 8889343 (7. 227) 
式 (7.226) 的 解 为 
a =230. 7098693 a =130. 8889343 
a =394. 0940573 a =463. 5589702 (7. 228) 


x=0.0125 





[I 








2 —(X—100) a2x? 
Y—100 27 \ 
' 
各 7.50 e=arctan (X=100) 








2. 4868 x 10 -5a2 关于 a 的 变化 曲线 





+ V80* - (X-100)? 


合理 的 解 应 为 a=230. 7098693 ， 图 7. 52 所 示 为 圆 形 道路 与 恰当 的 回旋 螺 线 道路 。 应 用 
a 定义 回旋 螺 线 方程 











Ka/T 
X(k) = a COs Ta )au 
2 (7. 229) 


Y(«k) = af sin 人 jd 


K =0.0125 时 ， 回 旋 螺 线 到 达 
X =177. 5691613 Y, =82. 38074640 (7. 230) 
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100 ———— 200 300 )0 


8 
x=0.0125 
6 
4 | 
\ \ 
2 \ \ 
NS a \ 
v ~ \ 
0 400 1 $0 


= | X100) CD2K2 











00 
+ V80*— (X-100)? 


人 YY 





图 7.51 e=arctan tan (2. 4868 x10 a?) 关于 a 的 变化 曲线 


180 
160 


120 











0 > 
40 80 120 160 x 


图 7.52 开始 于 XX 轴 ， 连 接 到 半径 为 R=80m， 圆 心 在 C (100m，100m) 处 的 圆 形 道路 的 过 渡 道 路 








此 时 的 切线 倾角 为 


0=ja? kr =1.3236rad~75. 84° (7.231) 
TT 


例 311 设计 图 的 应 用 

假设 需要 确定 连接 直线 道路 和 半径 为 R=58. 824m 的 圆 形 道路 的 回旋 螺 线 过 渡 路 段 , 已 
知 半径 RR 相当 于 已 知 终点 曲率 为 k =1/R =0.017。 对 于 给 定 的 一 个 放大 因数 <， 回旋 螺 线 应 
该 与 圆 相 切 于 某 一 点 ， 该 点 也 是 曲率 K=0. 017 的 曲线 与 回旋 螺 线 的 交点 。 

a =250m 时 ， 回 旋 螺 线 与 曲率 x =0. 017 的 曲线 相交 ， 交 点 坐标 、 切 线 倾斜 角 和 弧 长 为 





X=147.3884878m Y=176.4421850m (7.232) 
0 =164.7102491° s =338. 2042540m (7.233) 

4 =210m 时 ， 回 旋 螺 线 与 曲率 « =0. 017 的 曲线 相交 ， 交 点 坐标 、 切 线 倾 斜 角 和 弧 长 为 
X=157.4739501m Y=119.7133227m (7.234) 
0 =116.2195518° s =238. 6369216m (7.235) 

4a =180m 时 ， 回 旋 螺 线 与 曲率 «=0.017 的 曲线 相交 ， 交 点 坐标 、 切 线 倾 斜 角 和 弧 长 为 
X=140.1918463m Y=74.21681673m (7.236) 
0 =85. 38579313° s =175. 3250853m (7.237) 


4a=150m 时 ， 回 旋 螺 线 与 曲率 <K =0. 017 的 曲线 相交 ， 交 点 坐标 、 切 线 倾斜 角 和 弧 长 为 
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X=109.3442240m Y=38.89541829m (7.238) 
0 =59. 29568967° s =121.7535314m (7.239) 
a =120m 时 ， 回 旋 螺 线 与 曲率 x =0.017 的 曲线 相交 ， 交 点 坐标 、 切 线 倾斜 角 和 弧 长 为 
X=74.57259185m Y=16.67204291m (7.240) 
0 =37. 94924139。 s =77.92226012m (7.241) 


图 7.53 为 上 述 解 的 图 示 。 实 际 上 ， 解 的 数量 有 无 穷 多 个 ， 最 优 解 的 选择 与 安全 、 造 价 和 区 
域 条 件 约束 有 关 。 


} 
180 








Tr > 
0 40 80 120 160 200 


图 7.53 ”部 分 连接 直线 道路 和 半径 为 R=58. 824m 的 圆 形 道路 的 回旋 螺 线 过 渡 路 段 


例 312 文 ”用 回旋 螺 线 解决 最 优 曲 线 问 题 

给 定 曲线 起 点 和 终点 的 切 向 角 与 曲率 ， 连 接 这 两 个 点 的 曲线 中 回旋 螺 线 最 短 。 切 向 角 和 
曲率 是 变化 量 ， 该 问题 可 以 用 下 面 公 式 描述 。 

给 定 两 个 点 〈 辣 ， 态 ) 和 (X，，Y)， 各自 的 切 向 角 为 6 和 6,， 求 满足 下 列 条 件 且 弧 
长 最 短 的 曲线 〈 回 旋 螺 线段 ) 。 


X(0) =X Y¥Y(0)=Y tanb) 














_dY(0) _dY(0)/dt 
~ dX(0) dX(0)/dt 
dyY(s) _dY(s)/dt 
dX(s) dX(s)di 





(7. 242 ) 


X(S) =X Y(s)=Y, tan0 = 


例 313 娘 ”通过 移动 回旋 螺 线 连接 给 定 圆 
起 始 于 原点 的 回旋 螺 线 ， 并 不 能 总 是 光滑 地 过 渡 到 圆心 位 置 和 半径 任意 给 定 的 圆 。 但 
是 ， 可 以 通过 改变 回旋 螺 线 在 x 轴 上 的 起 点 ， 使 其 光滑 地 过 渡 到 给 定 的 圆 。 
假设 需要 设计 一 条 起 点 在 x 轴 上 的 回旋 螺 线 ， 并 使 其 光滑 地 过 渡 到 给 定 的 圆 
(xz -xc) +(y-yc) =R 《7. 244 ) 
式 中 ，(xc，yc) 表示 圆心 坐标 ; R 为 圆 的 半径 。 用 a 和 RR 表示 1， 得 到 





(7.243) 
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I (7.245) 
下 面 定义 终点 曲率 半径 与 圆 的 半径 相等 的 回旋 螺 线 方程 。 
a/ (RT) 
RR) = af cos( Tu ?jd 
a/ (RT) 
yY(K) = a| sin( Fu? du (7. 246) 
假设 回旋 螺 线 上 某 纵 坐 标 为 y 的 点 的 斜率 
tang0 = an[ 下 | -mn 二] (7.247) 
和 圆 上 纵 坐 标 为 y 的 点 的 斜率 
A (7.248) 
A 
相等 ， 即 
a pA 
an (a) = ee (7. 249 ) 
然后 在 圆 的 右 半 侧 寻 找 匹配 点 
y-yc=MR -(x-xc)” (7.250) 
把 斜率 方程 变 为 关于 a 的 函数 
2 
REE De Ca 
nz) va ( c) 二 0 (7.251) 
或 
a/( RT) 2 
tan (ja - | a Cos Tw)a -xc] 
十 a os Te) -xc =0 (7.252) 


解 方程 求 出 5， 使 对 应 回旋 螺 线 终点 的 曲率 和 圆 的 曲率 相等 。 回 旋 螺 线 终点 的 纵 坐 标 与 圆 上 
匹配 点 的 纵 坐 标点 相等 ， 回 旋 螺 线 终点 处 的 斜率 也 与 圆 上 该 匹配 点 的 斜率 相等 。 所 以 ,在 > 
轴 上 适当 地 移动 回旋 螺 线 就 会 实现 其 与 圆 的 过 渡 连 接 。 

例如 ， 假 设 圆 的 表达 式 为 














(x -60)”+(y -60)” =50? (7. 253 ) 
这 a7(50T) 
an (7) -| a CoOS Tw )du 一 60] 
a/(S0T) 
+af cos( Ti? Jau -60=0 (7.254) 
该 方程 的 数值 解 为 
a =132. 6477323 (7.255) 


此 时 的 回旋 螺 线 曲线 和 圆 示 于 图 7. 54。 
对 于 上 述 a 的 计算 值 ， 回 旋 螺 线 终点 的 上 值 为 
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了 人 
100 
80 
60 
y=38.2 40 才 
20 
> 
0 20 40 60 80 100 党 
图 7.54 起 点 在 原点 的 回旋 螺 线 ， 其 终点 切线 斜率 、 曲 率 与 某 圆 上 相同 y 坐标 点 处 相同 
je (7.256) 
TR T 
因此 ， 终 点 坐标 为 
0. 84 
«(x«) = 132.6| cos( Tw Jdu = 98. 75389126 
2 (7.257) 
0. 84 
y(x) = 132.6|[ sin( Ti jdu = 38. 22304651 
2 
回旋 螺 线 在 该 点 的 曲率 半径 为 
1 a 132. 6477323 
人 K Tt 0.844467m = (W200 
切线 倾斜 角 为 
0= 是 = -0 844462 =1. 1202rad (7. 259) 
在 相同 纵 坐 标 值 y =38. 22304651 时 的 x 坐标 为 
38. 22304651 -60 = V502 ~- (x -60)? (7.260) 
计算 后 得 到 
xi =105. 0084914 (7.261) 
如 果 把 回旋 螺 线 向 右 移动 Neircle 和 Xolothoid 之 间 的 差 值 量 
Xdis = Noircle 一 %clothoid (7. 262) 


=105. 0084914 - 98. 75389126 = 6. 2546 
则 回旋 螺 线 和 圆 相 交 于 一 点 ， 圆 上 的 该 交点 满足 平顺 过 渡 的 所 有 要 求 ， 结 果 如 图 7. 55 所 示 。 
例 314 太 ”曲率 的 复数 表示 和 证 明 











在 复 平 面 中 定义 曲线 
(a [edu (7.263) 
曲线 的 导数 是 包含 a 绝对 值 的 方程 
i em /2 (7. 264) 


曲线 的 曲率 为 
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图 7.55 移动 后 的 回旋 螺 线 ， 起 始 于 x 轴 上 的 某 点 ， 结 束 于 某 给 定 圆 上 
切线 斜率 、 曲 率 与 回旋 螺 线 相同 的 点 














d2C(s 




















= | 一 |= i Tein (20) -号 (7. 265 ) 
例 31S 文 ”直路 的 参数 化 形式 
两 点 Pi (wi 2) 和 PCz,y 2) 之 间 直 路 的 方程 为 
Nl | el (7.266) 
NI 4 Yo YL -22 21 
该 直线 还 可 以 用 下 面 的 参数 方程 表示 
X=x1 + (x — Xi)t 
y=y1 + (ys -71)t E00 
z=z1 +(z, -21)t 
例 316 娘 ”平面 道路 的 弧 长 
(x,y) 平面 中 的 平面 道路 
y=f(x) (7.268) 
可 以 用 向 量 形式 表示 为 
r=x?+y(x)) (7.269) 
曲线 上 的 位 移 微 元 为 
i (7.270) 
从 而 可 以 得 到 
人 .2 


因此 ，x =x*l 和 x=x 之 间 曲 线 的 弧 长 为 
X2 d 2 
eo /i+ (2 (7.272) 


xX=x(t) y=7y(t) (7. 273 ) 


如 果 用 参数 化 形式 表示 曲线 


将 有 
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ds dr dr 全 [时 
(| di di \dt tq (7.274) 
dr 


和 | dy 
地 -| | 衬 ] + ( 业 ) a (7. 275 
CR 
X = 有 Recos0 y=Rsing (7.276) 


0=0 和 0=m2 之 间 的 弧 长 为 四 分 之 一 的 圆周 长 。 因 此 ， 用 半径 尺 计算 圆周 长 的 方程 为 


wi 4 三 [Ea + $Y) a 二 R[ Vsin20 + cos20d0 (7.277) 


7/2 
= 4R [ d6 = 27R 
应 用 式 (7.272) 可 以 定义 下 面 的 道路 方程 








因此 


























| | - 1dx (7.278) 














例 317 近似 8 字形 道路 
有 时 用 曲率 匹配 方法 取代 切线 斜率 匹配 方法 进行 道路 近似 走向 设计 ， 下 面 考虑 由 两 个 
180° 环 形 道路 组 成 8 字形 对 称 封闭 道路 的 设计 。 假 设 








a=200 (7.279) 
以 坐标 原点 为 起 点 的 回旋 螺 线 道路 的 方程 为 
bd 200| cos( Ti Jau (7. 280) 
We 200[ sin( Tu au (7.281) 


曲线 的 切线 倾角 (7. 177) 在 下 面 情况 时 应 该 平行 于 对 称 直 线 了 =X。 


:= (7. 282) 





t=to 时 ， 回 旋 螺 线 


2/2 
Ko = 200[ cos( Ti Jdu = 132.943 (7.283) 
2 
R72 
六 -= 200[ sin( Ti du = 35. 424 (7. 284) 
2 
其 切线 和 法 线 方程 分 别 为 
Y=35.424 + (X-132.943)tang = -97. 519 + (7. 285) 
Y=35.424 - (X -132.943)/tang =168. 37 -不 (7. 286) 


图 7.56 所 示 为 从 i= -io 到 i=o 的 回旋 螺 线 。 
法 线 与 对 称 线 了 = 交点 的 坐标 为 
Xe =Y. =84.184 (7. 287) 
该 点 为 某 半 径 为 R 的 圆 形 道路 的 圆心 ，R 等 于 
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及 = V/(Z -Xec) + (Yo Yc) =68.956 

(7. 288) 
连接 点 〈Xo ,她 ) 和 该 点 关于 直线 Y= 
的 对 称 点 ， 对 称 点 位 于 








X1 =35. 424 Y=132.943 * 
(7. 289) 
对 称 回 旋 螺 线 为 
2 图 7.56 ”两 点 之 间 的 回旋 螺 线 ， 回 旋 螺 线 
X = 200「 gsin( Fu jdu (7. 290) 在 两 点 处 的 切线 均 平行 于 Y=X 
¥= 200[ eos( Fi du (7. 291) 





该 回旋 螺 线 与 原 回旋 螺 线 使 8 字形 道 如 图 7. 57 所 示 。 





-150 


图 7.57 基于 两 条 回旋 螺 线 和 两 条 




















弧 段 通过 斜率 匹配 的 对 称 8 字形 道路 


下 面 是 从 原点 开始 ， 沿 站 轴 方 向 运动 道路 的 参数 方程 ， 参 数 i 是 不 连续 参数 ， 在 不 同 的 
方程 中 量 纲 也 不 同 。 





河 | 























本 T 2 V2 

X(t) = 200| eos( Tu ju 0<1< 5 (7. 292) 
t 

二 ; TT 2 2 
Y(1) = 200[ sin( Tu ju 0 < 4 < 性 (7.293) 
X(t) = 和 + Reost -<t<2. 3562 (7. 294) 
Y(t) =X + Rsint -<t<2.3562 (7.295) 

' 2 2 

， 人 2 二 以 
be 200 sin( Tu ju te (7. 296) 

' 2 5 

2 TT 2 VN PR 
FOE 二 200 eos (Tu ju 7 <t= 7 (7. 297) 
X(1) =X +Reost 2.3562<1<5.4978 (7. 298) 


Y(1) = Ye + Rsint 2.3562<1=<5.4978 (7. 299) 
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1 
X(1) = 200[ eos( Tu Jau -<i<0 (7.300) 
t 
. 5 
一 人 2 了 YS 
Y(1) = 200| sin( Tu jd <t<0 (7.301) 
用 s 表示 道路 长 度 ， 则 可 以 用 光滑 连续 的 参数 定义 方程 。 
s/200 
二 TT 2 
XC(EY 写 200| cos (Tu jd (7. 302 ) 
7 2000 si (Tw)a 7. 303 
(1) = | Sin 了 u ( ) 
0=<s<100 必 2 (7. 304) 
X(t) -Xo +tReos|:=1002 | (7. 305) 
及 4 
Y(1) =Y, | (7. 306) 
及 4 
100 2 <s<358.05 (7.307) 
x 200 (499.47—s)/200 . ( 互 :ja 7 308 
(1) = [ sin pA u ( 5 ) 
(499. 47 -s) /200 
Y() = 200[ cos( Fu au (7. 309) 
358. 05 <s<640. 89 (7.310) 
X(1) = -Xe +Reos [| (7.311) 
; R 4 
Y(t1)=-Y, rRsin[ SR | (7.312) 
R 4 
640. 89 <s=<857. 52 (7.313) 
(s-857. 52 -100V2)/200 
XCD) = 200[ oos( Ti jau (7.314) 
(3-857. 52 -100V2 )Z200 
Y(1) = 200| sin( Tu? jdu (7.315) 
857. 52 <s<998. 94 (7.316) 
0 三 * 近 998.94 时 站 和 了 的 变化 曲线 如 图 7. 58 所 示 。 
例 318 8 字形 道路 
下 面 考虑 在 回旋 螺 线 和 圆 形 道路 之 间 采 用 曲率 过 渡 方 法 设计 一 个 对 称 8 字形 封闭 道路 的 
问题 ， 假 设 
a =200 (7.317) 
起 点 在 原点 的 回旋 螺 线 道路 方程 为 
1 
X(1) = 200 cos( Fi jdu (7.318) 
i TT 2 
Y(t) = 200 sin( Tu jd (7.319) 
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200 400 N 600 








图 7.58 0<s<998. 94 时 8 字形 道路 中 XX 和 了 的 变化 


曲线 在 1 位 置 的 切线 倾斜 角 (7. 177) 为 








9=77 (7.320) 
其 中 该 位 置 上 曲线 的 切线 和 法 线 方程 为 
Y=Y(t) + (X-X(t))tang (7.321) 
Y=Y(t) - (X-X(t))/tang (7. 322) 
回旋 螺 线 在 i 位 置 的 曲率 半径 为 
宇和 (7. 323) 
Kx i 


如 有 果 回 旋 螺 线 上 存在 一 点 (X,Y) ， 回 旋 螺 线 在 该 点 处 的 曲率 半径 等 于 该 点 到 直线 了 = 式 沿 
法 线 方向 的 距离 。 则 可 以 令 该 点 为 圆 形 道路 的 起 点 ， 回 旋 螺 线 在 该 点 处 的 法 线 与 对 称 线 了 = 
的 交点 (X，7 了 ) 即 为 Xe =Xc 的 点 。 








3 
X(1) + Y(t) tan 3 
其 二 区 5 二 (7. 324) 


mi 
tan ——+1l1 
2 


回旋 螺 线 上 各 点 和 法 线 上 点 (Xs。，Y。) 的 距离 为 
d = VLY(t) -Ye]? +[X(t) -Xe]? 











Y(1) -X(t) 2 [XC0) -YO Jtan 
和 (7. 325) 


2 
Tt 
tan ——+1 
2 





Tt 
tan ——+1 
2 


令 d 等 于 RR 得 到 求解 i 的 方程 ,在 i 处 回旋 螺 线 的 终点 与 圆 弧 的 起 点 取 相 同 的 曲率 。 


d- =0 (7. 326) 
Tt 
如 图 7. 59 所 示 ， 方 程 有 多 个 解 ， 第 一 个 解 为 
/=10 =0.9371211755 (7. 327) 
i=ito 时， 回旋 螺 线 的 运动 学 参数 为 
0. 9371211755 
Xo = 200[ cos( Fi Jau yy (7. 328) 
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0. 9371211755 
7 = 200| sin( Li? du = 75. 154 (7. 329) 
2 
R= a =67.93355959 (7. 330) 
K 
0=1.379467204rad =79. 038° (7.331) 
回旋 螺 线 在 (X。，】o) 处 的 法 线 与 直线 了 =X 的 交点 位 于 
X=88.0724138 <X0 (7. 332) 
Y, =88.0724138 > Yo (7.333) 
通过 检查 (X06，”o) 与 (Xec，Yc) 之 间 的 距离 是 否 等 于 RR 判断 (Xec，Yc) 的 正确 性 。 
10 
8 
6 
4 
x 2 
~- 0 -一 T 
, 0.5 I 
= 车 习 
6 
一 8 二 
10 
图 7.59 方程 4-R=d 分 =0 的 曲线 ， 通 过 确定 ! 值 来 实现 回旋 螺 线 曲率 与 对 称 圆 形 曲率 的 匹配 
用 参数 * 代表 道路 的 长 度 ， 从 原点 开始 沿革 轴 方 向 道路 的 方程 可 以 表示 为 
Ss/a 
X(t) = 200| cos( Ti du 0<s<s (7. 334) 
2 
Ss/a 这 
Y(1) = 200[ sin( Fi jdu 0 < 二 (7. 335 ) 
so =ato =187.42 (7.336) 
X(t) = Xo + Reos| Ta, $s0 ss] {7.337) 
Y(t) =Y, +r Rsin|: Ee -| $0 ss (7.338) 
y,.- 
0% =arctan -2 -0 =0, 19132rad =10. 962° (7.339) 
es 
5 =so+R| 开 +26o] =320 12 (7. 340 1) 
(s1+s0—s)/a 
X(t) = 200| sin( Tw Jd 5 <s < (7.341) 
0 2 
(s1+s0—s)/a 
Y(t1) = 200| cos( Ew du S| 三 s ss (7. 342) 
0 2 
s» =3S1 +2s0 =694.96 (7.343) 
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XCD = -Xo +Reos| 2 (oo)] $2 SS Es3 (7.344) 

y(t) = -六 + Rsin| 2 - (6) 5 Ss (7.345) 

$3 =52 +R[ 开 +20o| = 827. 66 (7.346) 
(s—s3—s0)/200 

X(t) = 200| > cos( Fu Jau 53 Ss Es (7.347) 
(s—s3—s0)/200 

Y(t) = 200| En sin( Tw qu Ss3 $s < sy (7.348) 

2 
$4 =s3+so =1015.1 (7. 349 ) 


完成 的 道路 设计 如 图 7. 60 所 示 。 






50 





100 150 











图 7.60 ”基于 两 条 回旋 螺 线 段 和 两 条 圆 弧 段 的 8 字形 曲率 匹配 对 称道 路 

















例 319 女 ”空间 道路 
设 “rp 为 某 行驶 中 汽车 的 位 置 向 量 ， 如 果 其 各 分 量 都 是 变量 1 的 函数 ， 即 
Cr = Cr(1) =x(t)i +y(1)] +z(1)k (7.350) 
则 位 置 向 量 的 末端 可 以 表示 为 坐标 系 6 中 的 一 条 曲线 C， 如 果 令 参数 保持 不 变 ， 则 曲线 
Cr=?r(t) 简 化 为 C 上 的 一 点 。 函 数 




















x=x(t) y=y(t) z=z(t) (7.351) 
是 曲线 的 参数 方程 ， 若 参数 上 取 为 弧 长 8s， 则 对 于 曲线 上 无 穷 小 弧 长 ds 有 
ds* =dr: dr (7.352) 





曲线 上 无 穷 小 弧 长 的 定义 是 ， 某 长 方形 各 边 长 趋向 于 0 时 其 对 角 线 长 度 的 极 值 。 
当空 s 间 曲线 是 一 条 通过 过 点 已 (x0 ,yo，20 ) 的 直线 时 ， 其 中 Xo =x(to) ， 0 =y(io) ，20 二 
z(to)， 则 其 方程 可 以 写作 





0 0 0 
a B 7 
ao +B* +y =1 (7.354) 
式 中 Qa、B 和 7 是 该 直线 的 方向 余弦 。 式 〈7. 351) 描述 的 空间 曲线 在 点 P(xo ,yo,z) 处 的 切 
线 方程 为 


(7.353) 
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XNXo0 YY < 一 50 

















dx/dg dy/dg dz/dg Eee 
eles (7.350) 

为 了 证 明 上 述 结论 ， 设 某 位 置 向 量 %r =“r(s) 以 * 为 长 度 参数 表示 空间 曲线 
Cr=C7(s) =x(s)i+y(s)7 +z(s)k (7.357) 


弧 长 s 从 曲线 上 某 一 固定 点 开始 测量 。 对 于 弧 长 的 微小 变化 ds， 位 置 向 量 将 会 运动 到 非常 靠 
近 的 某 一 邻近 点 ， 位 置 向 量 的 增 基 


























dr =dx(s)i +dy(s)j + dz(s)h (7. 358 ) 
无 穷 小 位 移 中 的 长 度 dr 和 ds 相等 
ds = Vdx” + dy + dz (7.359) 
通常 用 平方 形式 表示 弧 长 较为 方便 ， 即 
ds =dx* +dy +dz =dr dr (7. 360) 
如 果 用 g 取代 * 作为 空间 曲线 的 参数 ， 则 弧 长 增 量 应 该 为 
dr dr 
(和 2 = 于 下 (7. 361) 
因此 ， 曲 线 上 两 个 点 之 间 的 弧 长 可 以 通过 积分 求 出 ， 即 
a dx 办 d dz 3 
-三 /对 + 人 (时 + ( 宇 ) a (7. 362 ) 


在 点 P(xo ,0 ,z0) 处 展开 曲线 的 参数 方程 
1 d2x 


dx 
X 一 %0 十 tT Ar 二 


玉生 ee + 
+A + AP + 和 (7. 363) 
忽略 非 线性 项 后 ， 求 出 曲线 在 该 点 的 切线 方程 
CAN 0 0 
dx/dt dy/dt dz/dt 
例 320 丸 ”空间 道路 的 长 度 
设 某 空间 封闭 道路 的 参数 方程 为 





=At (7. 364) 








x=(a+bsing)cosO 
y= (a+bsing)sing (7. 365) 
z=b +bcos0 


SR 道路 的 总 长 度 ， 即 


1 9 = /到 人 >) ao 


27 
= | 2 2o” +340 - b?cos20 + 4absinbdb (7. 366) 
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7.7 太 ”转向 机 构 优 化 


转向 机 构 优 化 的 目的 是 设计 工作 性 能 逼近 目标 函数 的 转向 系统 。 假 设 某 转向 系统 的 目标 
国 数 为 阿 克 曼 运动 条 件 ， 将 设计 出 的 转向 机 构 性 能 函数 与 阿 克 曼 运动 条 件 比 较 ， 可 以 定义 一 
个 残 差 函 数 e 用 于 两 个 系统 的 比较 。 例 如 ， 对 于 被 设计 转向 机 构 和 阿 克 曼 条 件 ， 在 内 侧 车 轮 
转向 角 6; 相同 的 情况 下 ， 用 被 设计 转向 机 构 外 侧 车 轮转 向 角 6p 和 阿 克 曼 条 件 外 侧 车 轮转 向 
































角 54 之 差 作为 残 差 丽 数 。 
内 侧 车 轮转 向 角 取 值 范围 为 61 <6; <6, 时 ， 残 差 函 数 可 以 是 最 大 差 的 绝对 值 
e=maxl6n -64 | (7. 367 ) 
或 者 两 个 函数 之 差 的 均 方 根 (RMS ) 
1 02 
e = I Ca, - 64 )2d6; (7. 368 ) 
或 直接 用 
a J eo, 0 (7.369) 


残 差 函数 。 应 该 是 若干 参数 的 函数 ， 在 转向 角 5; 的 工作 范围 内 ， 对 某 一 参数 最 小 化 残 
差 函 数 ， 获 得 该 参数 的 优化 值 。 

RMS 函数 (7. 368) 是 基于 连续 变量 6p, 和 64 定义 的 ， 但 是 ， 由 于 设计 机 构 的 不 同 ， 并 
不 是 任何 时 候 都 能 找到 e 的 封闭 方程 。 此 时 ， 葡 差 函 数 不 能 显 式 定义 ， 该 函数 可 以 用 个 不 
同 内 侧 车 轮转 向 角 8; 的 值 进行 数值 计算 。e 的 一 组 离散 值 的 RMS 残 差 函 数 定义 为 


1 n 
= ny (7.370) 


式 中 , n 是 6; 在 工作 范围 2 <6; 6, 内 的 细 分 数 。 残 差 函 数 式 (7.368) 和 式 (7.370) 应 
该 对 不 同 的 参数 计算 ， 则 。=e (参数 ) 的 曲线 可 以 表示 出 e 作为 该 参数 函数 时 的 变化 趋势 。 
如 果 存 在 e 的 最 小 值 ， 则 可 以 求 出 参数 的 优化 值 。 否 则 ， 残 差 函 数 。 的 趋势 能 够 表明 寻找 最 
小 值 的 方向 。 

例 321 娘 ”优化 梯形 转向 机 构 

图 7. 8 所 示 梯 形 转向 机 构 内 - 外侧 车 轮转 向 角 之 间 的 关系 为 

sin(B +6;) +sin(B -6,) 
































号 
-9 -| -2smg) -[cos(B-B,) -cos(B+6i)]” (7.371) 
对 比 式 (7.371) 和 阿 克 曼 条 件 
cos6, — cos6i = (7.372) 
SE -6 Rk 
Wl 


找到 其 最 小 值 并 对 梯形 转向 机 构 进行 优化 。 
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设 某 车 辆 的 参数 
w=1.66m 1=2.93m (7.374) 
下 面 再 考虑 
d =0. 4m (7.375) 


并 用 作为 参数 ， 对 梯形 转向 机 构 进行 优化 。 

对 于 一 组 不 同 的 B 值 ， 该 机 构 和 运动 学 关系 与 阿 克 曼 条 件 的 比较 曲线 如 图 7. 11 所 示 ， 它 
们 之 间 差 值 的 曲线 如 图 7. 13 所 示 。 

可 以 设 定 某 一 5 值 ， 例 如 B=6°*， 计算 6; 在 工作 范围 -40° <6; <40° 内 ,n=100 时 6p 
和 64 的 差 值 ， 对 于 该 特定 的 6 值 ， 相 应 的 残 差 方程 e 为 


100 
1 
= J oy Ca 
i=1 


接 下 来 ,改变 8， 用 新 的 B 值 计 算 残 差 函 数值 ， 即 B6 =10*，11°%…。 图 7.61 中 ， 残 差 函 数 
e=e(B) 在 B~19.5° 时 取得 最 小 值 。 


0.02 

















EE EE EE EE EE ,ER EE EE ERE OE, OEE EE ER EE EE EE EAA, ER A A 


Bi(°) 
图 7.61 某 梯 形 转向 机 构 的 残 差 函 数 e=e (B) 在 B=19.5° 时 取得 最 小 值 

















优化 梯形 转向 机 构 的 几何 结构 如 图 7. 62a 所 示 ， 两 个 侧 辟 的 延长 线 交 于 点 G6。 优化 后 转 
向 机 构 的 交点 C， 可 能 在 后 轴 之 前 ， 也 可 能 在 后 轴 之 后 。 但 是 ， 把 交点 设置 在 后 轴 中 心 处 ， 
并 采用 接近 优化 梯形 转向 机 构 的 设计 ， 可 以 不 必 通 过 优化 即 获 得 足够 好 的 设计 。 这 种 近似 优 
化 设计 的 结果 如 图 7. 62b 所 示 ， 优 化 设计 的 B 角 为 B=19.5"， 近 似 优 化 设计 的 B 角 为 
B~15. 8° 























B=arctan w/2 aa 1.66/2 
/ 2. 93 


例 322 广 ”不 严格 阿 克 曼 转向 机 构 

对 于 简单 转向 装置 而 言 ， 几 乎 不 可 能 严格 地 按照 阿 克 曼 转向 条 件 工作 。 但 是 却 可 以 通过 
优化 设计 各 转向 杆 系 ， 使 其 在 一 定 工作 范围 内 ， 接 近 阿 克 曼 条 件 ， 并 在 某 些 点 严格 遵守 阿 克 
曼 条 件 。 其 结构 人 简单， 便于 批量 生产 ， 同 时 其 准确 性 能 够 满足 民用 汽车 的 需求 。 

梯形 转向 机 构 不 能 严格 按照 阿 克 曼 机 构 的 要 求 工 作 ， 是 因为 阿 克 曼 条 件 是 轴 距 1 的 函 
数 ， 而 梯形 转向 机 构 的 杆 系 不 是 1 的 函数 。 





=0. 27604rad =15. 816° (7.377) 
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a) 





例 323 廊 


b) 
图 7.62 优化 梯形 转向 机 构 和 近似 优化 转向 机 构 设 计 的 几何 关系 
多 杆 式 转向 机 构 的 优化 


假设 需要 为 一 辆 汽车 设计 多 杆 式 转向 机 构 ， 其 尺寸 参数 如 下 : 
w=2.4m 


l=4.8m oa =0.45!/ =2. 16m 
根据 空间 约束 条 件 ， 转 向 机 构 的 关节 固定 位 置 如 图 7. 63 所 示 。 通 过 改变 长 度 * 可 以 设计 最 
优 转向 机 构 ， 使 其 尽量 接近 于 阿 克 曼 条 件 。 


(7.378) 


cos6, — cos6] 


(7.379) 























7.63 通过 改变 * 优化 的 多 杆 式 转向 机 构 
转向 盘 转 动 角度 6, 后， 使 三 角形 PBC 转动 ， 并 带动 左 、 右 侧 车 轮转 动 。 设 车 辆 应 能 以 
转向 半径 R; 实现 圆 形 转向 。 

R,, =10m 

该 最 小 转向 半径 决定 着 最 大 转向 角 5w 


(7. 380 ) 
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R,, = Va? +l cot Ow 
10 = (0.45 x4.8)? +4. 82cot OM 
6w =0.4569rad ~=26. 178° 

式 中 ，6w 为 内 、 外 侧 车 轮转 向 角 的 余弦 平均 角 。 已 知 R 和 6w 后 ， 就 可 以 确定 5 和 6i。 





(7.381) 











及 = cotpw =4. 8cot0. 4569 =9. 7642m (7. 382 ) 

6; = arctan i =0.$108Srad 一 29. 270° (7. 383 ) 
Ri 一 7 

0, = arctan =0.41265rad 二 23. 643 (7.384) 
Ri+ ch 





由 于 该 机 构 是 对 称 机 构 ， 图 7. 63 中 转向 机 构 的 每 个 车 轮 都 应 该 能 够 至 少 转动 29. 27°。 保 险 
起 见 ， 通 常 需要 在 更 大 范围 内 进行 优化 ， 例 如 8 = +35°%。 但 是 一 般 行驶 情况 下 ， 车 辆 转向 
角 极 少 会 大 于 6 = +15°*。 因 此 ， 可 以 针对 这 一 实际 使 用 角度 进行 优化 。 

该 机 构 是 一 个 六 连 杆 瓦特 机 构 ， 现 将 该 机 构 分 解 为 两 个 四 连 杆 机 构 。 机 构 1 在 左 侧 ， 机 
构 2 在 右 侧 ， 如 图 7. 64 所 示 。 假 设 M4 是 左 侧 机 构 的 输入 件 ，PB 是 其 输出 件 。 杆 PB 与 PC 
刚性 相连 ，PC 是 右 侧 机 构 的 输入 件 ，ND 是 右 侧 机 构 的 输出 件 。 为 了 求 出 内 侧 与 外 侧 转向 
角 的 关系 ， 需 要 求 出 作为 MA 角度 函数 的 ND 的 角度 。 在 下 面 的 分 析 中 ，ci 和 as 分 别 表示 
机 构 1 和 机 构 2 输入 件 的 长 度 。 






































图 7. 64 多 杆 式 转向 机 构 可 以 看 作 是 由 两 个 四 连 杆 机 构 合成 的 六 连 杆 机 构 
图 7. 65 所 示 为 杆 件 的 编号 和 两 个 四 连 杆 机 构 的 输入 、 输 出 角度 ， 根 据 这 两 个 机 构 的 角 
度 就 可 以 计算 转向 角 。 

















di=1.2m > 


图 7. 65 ”两 个 四 连 杆 机 构 的 输入 角 和 输出 角 
61 =0, - (90° -54.6°) (7. 385) 
6 =p4 - (90° +54.6°) (7. 386) 














机 构 中 各 连 杆 的 参数 见 表 7. 1。 
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表 7.1 连 杆 编号 ， 多 杆 式 转向 机 构 的 输入 角 和 输出 角 




































































左 侧 机 构 
连 杆 长 度 度 
1 di =1:2 180° 
2 al =0. 22/cos54.6 =0.37978 0 
b1 =1.2 -0.22tan54.6 二 
3 0 
=0. 3 
0. 89043 - 
4 cl = V0.222 + x /4 04 
右 侧 机 构 
连 杆 长 度 度 
1 d =1.2 180° 
多 
4 aa = V0.222 + x /4 oa = 04 -2arctan -47 
5 b, =0. 89043 — 03 
6 cy =0. 22/co0s54. 6 =0. 37978 pa 











04 是 0, 的 函数 ， 下 而 重 写 式 (6.1) 如 下 
04 =2arctan -已 二 Bi -441 Ci (7 











241 
Al1=J3-J+(l1-J,)cos0, B= -2sing, (7 
C1=J) +J3-(l1+),)cos0, 
对 总 对 _ —b? +c? +di 
al cl 2aici 
2_ 12 2 12 
站 = Jis = 了 二 (7 


式 (7.387) 同样 适用 于 关联 右 侧 四 连 杆 机 构 的 输入 角 和 输出 角 。 
p4 =2arctan = V 及 一 4 (7 

















24， 
42 =.j23 -J +(l-Jy)cosp, B,= -2sing, (7 
C= + — (1 +)cosp, 
d2 d2 a? —b2 + C3 + d? 
J Tay J 6 .23 = 2a2 ce (7 
0 C 一 用 一 呈 一 好 
J24 = b, .25 = 2asb; 


以 x 某 一 预 估 值 开始 计算 ， 求 各 杆 件 的 长 度 。 对 于 某 确定 的 61 值 ， 用 式 (7. 387) 
(7.390) 以 及 式 (7.385) 和 式 (7.386) ， 可 以 计算 出 6,。 
下 面 从 x=0 开始 计算 ， 则 
a1 =0.37978m b=0. 89043m ci =0.22m (7 
qa; =0.22m b, =0.89043m ¢c, =0.37978m (7 





.387) 


.388 ) 


.389 ) 


. 390 ) 


.391 ) 


. 392) 


和 式 


.393 ) 
. 394) 
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左 侧 转 向 角 的 工作 范围 为 -15° <61 <15°* 时 ,采用 式 (7. 385) 和 式 (7. 387) 能 够 计算 


一 个 四 连 杆 机 构 的 输出 角 9,。 下 面 的 条 件 用 于 计算 w， 的 数值 解 ， 并 将 该 值 作为 右 侧 四 连 
1 的 输入 。 





gp» =04 -2arctan 44 (7. 395 ) 


接着 用 式 (7. 390) 和 式 (7.387) 可 以 计算 出 右 侧 车 轮 的 转向 角 6,。 
图 7.66 所 示 为 转向 角 6, 和 64 关于 61 的 函数 曲线 ,， 角 64 是 根据 阿 克 曼 方程 式 
(7.379) 计算 的 右 侧 车 轮转 向 角 。 


6acl(°) 








多 杆 式 转向 机 构 


62/(°) 


阿 克 曼 转向 条 件 








-15” TY py 一 5 0 i] 10 加 1 
Di=oa 作 ) 
图 7.66 转向 角 6, 和 64. 关 于 61 的 曲线 
已 知 角 5 和 66. 后， 可 以 计算 差 值 A 
人 = (7. 396) 


对 于 角度 工作 范围 -15° <8 <15° 内 nn 个 不 同 的 51 值 ， 有 nn 个 差 值 A。 根 据 这 几 个 差 值 A 可 
以 计算 残 差 e 











本 (7. 397 ) 
改变 x 的 取 值 ， 重 复 上 述 计 算 获 得 残 差 函 数 e =e(x)。 

图 7. 67 所 示 为 计算 的 结果 ， 图 中 曲线 显示 ，x= -0. 824m 时 残 差 最 小 ， 该 值 即 为 三 角 
形 PBC 的 底 边 的 最 佳 长 度 。 





多 杆 式 转向 机 构 一、 


阿 死 曼 转 向 条 件 





0.9 一 0.88 0.86 -0.84 -0.82 —0.8 人 78 一 870 -0:74 一 人 .2 一 0 


x/im 


图 7.67 残 差 函 数 e=e(x) 曲线 
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x 不 同时 多 杆 式 转向 机 构 的 性 能 曲线 如 图 7. 68 所 示 ， 图 中 的 阿 克 曼 条 件 曲线 用 于 与 优 
化 多 杆 式 转向 机 构 性 能 曲线 进行 对 比 。 不 同 x 的 差 值 A =5 -64. 的 曲线 如 图 7.69 所 示 ， 其 
中 x= -0.824m 时 的 优化 值 最 为 明显 。 但 是 ， 因 为 上 述 计算 在 -15° <5 <15° 范 围 内 进行 ， 
所 以 不 能 保证 在 该 范围 外 是 否 存在 其 他 最 优 机 构 。 


One /(°) 


X= 


X=—0.824 
优化 多 杆 式 转向 机 构 





61=6r1/(°) 


图 7.68 不 同 * 值 时 多 杆 式 转向 机 构 的 性 能 曲线 








x*=—0.824 
阿 克 曼 转向 条 件 








ol =Cfl 人 ) 


图 7.69 不 同 x 值 时 差 值 A=5 -64. 的 性 能 曲线 





优化 多 杆 式 转向 机 构 及 其 杆 件 的 长 度 如 图 7.70 所 示 ， 转 向 机 构 在 x 取 负 值 时 的 情况 如 
图 7.71 所 示 ， 此 时 该 机 构 处 于 正 转向 角 的 转向 位 置 。 











PP Ne 
-rr 
rr 











图 7.70 优化 多 杆 式 转向 机 构 及 其 杆 件 长 度 
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图 7.71 正 转向 角 状 态 的 优化 多 杆 式 转向 机 构 
7.8 文 ”拖车 -货车 运动 学 


下 面 分 析 图 7. 72 所 示 一 辆 带 单 轴 拖 车 的 汽车 ， 对 该 系统 尺寸 进行 标准 化 ， 并 令 拖 车 的 
长 度 为 1。 并 用 拖 钩 铵 接点 表示 汽车 的 位 置 ， 记 为 向 量 >， 用 拖车 车 轴 中 心 表 示 拖 车 的 位 置 ， 
记 为 向 量 8。 

假设 > 是 时 间 :的 可 微 函 数 ， 下 面 通过 计算 * 来 检验 拖车 的 转向 性 能 ， 并 预测 其 折 羞 。 
车 辆 向 前 行驶 时 ， 满 足下 列 条 件 则 称 其 为 折 码 











rz<0 (7.398) 
式 中 
z=r-s (7. 399) 
对 折 的 状态 如 图 7.73 所 示 ， 图 7. 72 为 不 对 折 状 态 。 





上 人 








图 7.72 带 单 轴 拖 车 的 汽车 











只 











图 7.73 带 单 轴 拖车 的 汽车 对 折 的 状态 
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从 数学 意义 上 讲 ， 应 该 在 明确 给 出 一 运动 路 径 >=r(i) 后 ， 可 以 判断 拖车 -货车 是 否 会 
对 折 ， 以 及 要 避免 对 折 应 该 如 何 规划 运动 r(1) 。 


将 拖车 的 速度 表示 为 
s=c(r-s) (7. 400) 
式 中 
c=r .xz (7.401) 
不 对 折 条 件 为 
c>0 (7.402) 


假设 二 次 连续 可 微 函数 7 为 汽车 的 运动 路 径 ， 如 果 1 z1 =1,r 的 曲率 半径 为 R(t1) > 
1， 且 





7r(0) .z(0) >0 (7. 403 ) 
则 对 于 所 有 + 上 >0 有 
r(t) .z(t) >0 (7. 404 ) 
因此 ， 如 果 汽 车 正在 向 前 行驶， 且 汽 车 -拖车 开始 时 没有 对 折 ， 则 会 始终 保持 不 对 折 状 态 。 
证 明 : 令 拖 车 的 标准 化 长 度 为 1，z 为 单位 向 量 























Izl| = lr-s|=1 (7. 405 ) 
且 
(r-s).(r-s)=1 (7.406) 
拖车 车 轮 的 无 滑动 条 件 使 拖车 的 速度 s 沿 着 拖车 中 心 线 z 的 方向 ， 因 此 
S$S=c(r—-s)=cz (7. 407 ) 
对 式 (7.406) 求 微分 得 到 
2(r-s):(r-s)=0 (7. 408 ) 
r.(r-s)=s: (r-s) (7. 409) 
所 以 
r*:(r-s)=c(r-s):. (r-s) (7.410) 
c =r. (r-s) 
= 六 .zx (7.411 ) 
c 已 知 时 ， 式 (7.407) 中 拖车 的 速度 矢量 8 可 以 表示 为 
s=[r:. (r-s)](r-s)=(r.z)z (7.412) 


c 的 取 值 有 以 下 三 种 情况 
1) c >0 时 ， 拖 车 的 速度 矢量 8 沿 拖 车 中 心 线 z 的 方向 ， 拖 车 随 着 汽车 运动 ， 系 统 稳定 。 
2) c=0 时 ,拖车 的 速度 矢量 s 为 0， 此 时 拖车 绕 其 车 轴 的 中 心 转动 ， 系 统 为 中 性 。 
3) c <0 时 ,拖车 的 速度 矢量 s 沿 负 的 拖车 中 心 线 -z 的 方向 ,拖车 不 随 汽车 运动 ， 系 
统 不 稳定 。 














采用 笛 卡 儿 坐 标 表示 的 汽车 和 拖车 的 位 置 向 量 为 
-| | (7.413) 
| (7.414) 
| 
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因此 
5 -| |r (rs)lr-s) 
BA 


和 和 人 全 2 XX, 一 多 和 y 
Re (ye 六) 


Ke (xox) (ye 加) + (ye 7) 
C= (x x) + (ye —Y)y 
=x Xx, + YY, — (Kx, + yy,) (7.416) 
下 面 定义 一 个 函数 1) =r z， 并 假设 式 (7.403) 成 立时 ， 式 (7.404) 不 成 立 ， 则 应 存 
在 某 个 时 刻 >0 使 f(t1) =0， 且 (4) 大 0。 应 用 条 件 1zl =1 和 7 承 0， 可知 r(1) :z(t1) = 
0， 所 以 r(41) 与 z(41) 互相 牌 直 , f(1) 的 导数 为 


f'(1) =7r .xz+r.z=r.z+rr-y) 























=7r.z+lrl2-r.y=r.z+lrl2-r. (rz)z) 




















=7r.z+lrl2-(r.z)2=rz+lrl2- 户 ( (7.417) 
固有 
f'(1)=r:z+lrl? (7.418) 
加 速度 7 在 法 向 - 切 向 坐标 系 (i,， 疡 ) 中 为 
7 = + «ll (7.419) 
1 
K= 玉 (7.420) 
式 中 ,如 和 立 是 单位 法 向 速度 和 单位 切 向 速度 ,平行 于 * (4 ) ,平行 于 z(t1)。 故 有 
rz= +k(t) Ir(n) 1? (7.421) 
和 
f'0) =Ir) lex) Ir ) l= tr) rt ) 1? (7.422) 


式 中 ，x 为 路 径 的 曲率 。 因 为 «(tH ) =1AR(t) >0， 所 以 可 以 认为 方 (与 ) >0， 且 不 可 能 
存在 矿石 ) <0。 
例 324 太 汽车 匀速 直线 运动 
设 茶 匀速 直线 运动 的 汽车 从 x=0 开始 沿 着 正 的 x 轴 方 向 行驶 ， 采 用 标准 化 方法 ， 令 汽 
车 的 速度 为 1。 用 二 维 向 量 表示 可 得 
-上 (7. 423 ) 


z(0) =7(0) -8S(0) = -s(0) (7. 424 ) 
因此 ， 拖 车 的 初始 位 置 应 该 位 于 图 7. 74 所 示 的 单位 圆 上 。 
应 用 二 维 向 量 可 以 把 xz(0) 表 示 为 6 的 函数 。 


z(0) = -s(0) -| 





根据 式 (7.405) 可 知 





| [ead (7.425) 


y.(0) 


sing 


式 (7.415) 简化 为 
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站 
图 7.74 由 匀速 直线 行驶 汽车 拖 动 的 单 轴 拖 车 的 初始 位 置 位 于 圆心 在 拖 钩 处 的 圆 上 
" , (t 2 
;=|- | 人 (7.426) 
Yi -y(t We) 
式 (7.426) 是 由 两 个 耦合 一 阶 常 微 分 方程 构成 的 方程 组 ， 其 解 为 
e 27 _ CG: 
t+ -7 
Xi e 十 C1 
$= | = (7.427) 
yi Ce 
6 C1 
应 用 初始 条 件 式 (7. 425) 后 得 到 
| _ cosb —1 _ 2sing (7. 428) 


cosO + 2 cos0+1 
如 果 0 对 kr， 其 解 与 时 间 有 关 ， 时 间 变 为 无 穷 大 时 ， 其 解 趋 近 如 下 极限 值 
limx, =t—l limy, =0 (7.429) 
上 述 解 表明 ， 汽 车 以 匀速 行驶 时 ， 拖 车 在 直线 向 前 运动 状态 下 跟随 汽车 行驶 。 
对 于 汽车 倒车 行驶 的 情况 ， 上 述 解 表明 ， 除 了 初始 时 9 = 的 不 稳定 情况 ， 其 他 解 最 终 
都 会 导致 拖车 的 折 车 。 
如 果 09=0， 则 





C1=0 C,=0 x%,=t+1 yy,=0 (7.430) 
拖车 在 不 稳定 状态 下 运动 ， 任 何 偏 离 9=0 的 情况 都 趋向 于 稳定 极限 解 式 (7. 429 ) 。 
如 果 0=T， 则 





CI=o C=% %,=ti-l1 y,=0 (7.431) 
拖车 跟随 汽车 在 稳定 状态 下 运动 ， 任 何 偏离 9=0 的 情况 都 会 在 不 久 后 消失 。 
例 32S 女 “不同 初始 角 0 时 的 汽车 直线 运动 
设 某 汽 车 在 x 轴 上 和 匀速 运动 ， 该 汽车 后 有 一 辆 拖车 ， 拖 车 的 初始 角 9% 如 图 7.74 所 示 。 
采用 标准 化 长 度 方法 ， 定 义 拖车 车 轴 中 心 与 拖 钓 的 距离 为 拖车 长 度 ， 并 令 其 等 于 1。 


7 ”转向 动力 学 341 





如 果 用 拖 钓 匀 接 点 表示 汽车 的 全 域 位 置 ， 记 作 7=[x.,y。] ,用 拖车 车 轴 中 心 表示 拖车 的 
全 域 位 置 , 记 作 s =[x,,y,] , 则 拖车 的 位 置 是 汽车 运动 的 函数 。 通 过 时 间 相 关 向 量 函数 给 出 
































汽车 的 位 置 
x.(t) 
= 7.432 
‘ I | : 
则 可 以 通过 解 下 面 耦合 微分 方程 求 出 拖车 的 位 置 。 
Wi = (Ke 一 加)2x + (Ke 一 后) (ye 一 力 )y。 (7. 433 ) 
Y= xe) (ye Ye + (yo 一 加)2y。 (7.434) 
对 于 稳定 均匀 的 汽车 运动 r=[t 0]7,， 式 (7.433) 和 式 (7.434) 简化 为 
x = (tx,)? (7.435) 
y= -y(t x,) (7.436) 
式 (7.435) 与 式 (7.436) 无 关 ， 所 以 该 方程 可 以 独立 求解 。 
Cre (t-1) -tl EC 
2 Ce2 -1 攻 Pe 4 
把 式 〈7. 437) 代入 到 式 (7.436) 后 产生 一 个 关于 ”% 的 独立 微分 方程 
下 gs 
和 (7.438) 
2 1 
其 解 为 
Coe 
oa, (7.439) 


拖车 从 s = [cosg sing ) ] 开始 运动 时 ， 积 分 常数 应 该 等 于 式 (7.428)， 所 以 


图 7.75、 
曲线 。 


一 2 
—cosG+1 (7. 440) 
e “(cos0+1) +cos0 -1 
2e ‘sing 
e-2(cosg+1) +cos0 -1 


图 7.76 和 图 7. 77 分 别 是 拖车 从 9=45°*、0 =90°* 和 090=135°? 开 始 运 动 时 的 性 能 








yi (7.441) 

















标准 化 位 移 



































0 03 08 ‘09 12 ls 1 六 1 ”2 6 物 
时 间 
图 7.75 拖车 初始 位 置 在 9=45° 时 的 运动 学 曲线 
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标准 化 位 移 

























































































标准 化 位 移 



































0 0.3 0.6 0.9 By 1 1.8 7 车 | 2.4 2.6 3.0 
时 间 
图 7.77 拖车 初始 位 置 9=135°? 时 的 运动 学 曲线 





例 326 娘 ”汽车 匀速 圆周 运动 
设 某 带 拖 车 的 汽车 如 图 7.72 所 示 ， 拖 车 的 标准 化 长 度 为 1， 该 汽车 沿 半径 为 R>1 的 圆 
周 运 动 。 汽 车 在 以 角速度 w=1、 周 期 7=2~ 做 匀速 圆周 运动 时 ， 其 位 置 由 一 个 时 间 相 关 疝 
量 函 数 确定 ， 即 
-=| ol 人 
y(t) Rsin(1) 
拖车 的 初始 位 置 应 该 位 于 圆心 在 r(0) =[x.(0) y (0)] 的 单位 圆 上 。 
必 0) x.(0) cos0b 
| sl CS 
汽车 -拖车 达到 稳 态 工 况 时 的 状态 如 图 7. 78 所 示 。 
把 以 下 


(7. 442 ) 








| — Rsin(t) 
~ LReos(t) 
和 式 (7. 443 ) 中 的 初始 条 件 代 入 到 式 (7.415) ， 得 到 关于 拖车 位 置 的 两 个 微分 方程 


(7.444) 





x, =R( Reost —x,) (x, sint 一 ycost) (7.445) 
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7 
图 7.78 汽车 -拖车 的 稳 态 运动 工 况 





y, =R( Rsint —Yy,) (x,sint 一 yicost) 
假设 (0) =[0 0]", 方程 的 稳 态 解 为 


Xi =R.cos(t—a) 








y=R.sin(t -a) 
式 中 ，R, 是 拖车 的 转向 半径 ; a 是 汽车 后 面 拖 车 的 角度 位 置 。 
及 = R*?-1 sina = 天 cosa = 
下 面 通过 两 个 新 的 变量 v 和 vw 检验 上 述 解 ， 两 个 变量 为 


wu=Xx, sint ~ Ycost 





2 三 %iCosl +Y,sint 


且 有 





应 用 这 两 个 新 变量 后 可 以 求 出 
Xi = usint + veost 
yi = — ucost +vsint 

x, = Ru( Reost — usint ~ veost ) 

y, = Ru( Rsint + ucost ~— vsint ) 
直接 对 式 (7.450)、 式 (7.451)、 式 (7.453) 和 式 (7.454) 求 微分 得 到 

u = xX, Cost 十 Yi sint 4x, sint —y, cost 
0 = — xX, sint + Y, cost + cost +y, sint 
x =sint + vcost + ucost — vsint 


yi =ucost ~—vsint ~ usint ~ veost 


党 


CT: 


(7. 
(7. 


(7. 


446) 


447) 
448) 


449) 


.450) 
.451) 


.452) 


.453) 
.454) 
.455) 
.456) 


.457) 
.458) 
.459) 
.460) 
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所 以 ， 上 述 问 题 可 以 用 另 一 个 方程 组 描述 。 
u =v — Ru (7.461) 
v=u(R* -Rv-1) (7. 462 ) 
稳 态 工 况 下 对 时 间 的 微分 应 该 为 0， 因 此 ， 上 述 问题 的 稳 态 解 应 该 等 于 下 面 代数 方程 组 
的 解 。 














v 一 Ri =0 (7. 463 ) 
u(R* -Rv-1)=0 (7.464) 
该 方程 组 共有 三 组 解 。 
lu=0,wv=0} (7. 465 ) 
2 
下 -和 ,| (7.466) 
2 
f= ee ,| (7.467) 
第 一 组 解 是 s =0 时 的 解 
x,=0 y,=0 (7. 468 ) 


表示 汽车 在 R=1 的 圆周 上 运动 时 ， 拖 车 车 轴 的 中 心 保 持 在 其 初始 位 置 不 变 。 
第 二 组 解 中 


R 2 R 
Ni = Rn + Rost Ys = 一 Re + Rsint (7. 469 ) 


该 解 与 式 (7. 447) 和 式 (7. 448) 等 效 。 
为 了 检验 第 二 组 解 的 稳定 性 ， 将 下 面 的 扰动 解 
R R? 























w=R+P (7.470) 
代入 线性 化 运动 方程 式 (7. 461) 和 式 (7. 462) ， 在 取 第 二 组 解 时 

u=v-2Ru v= -Ry (7.471) 
进而 推导 出 关于 扰动 函数 p 和 9 的 两 个 方程 

p=g-2R.p gq9=Rp (7.472) 
上 述 线性 扰动 方程 可 以 写成 矩阵 形式 

p ' -2R, 1 p 

lw eal 0.499) 
式 《7.473) 的 稳定 性 由 系数 矩阵 的 特征 值 A; 确定 ， 即 

1 = -有 人， A,= -2R., (7.474 ) 


两 个 特征 值 A; 和 As 都 是 负数 ， 干 扰 方 程 的 解 应 为 0。 因 此 ， 第 二 组 解 式 〈7.466) 为 
稳定 解 ， 并 能 够 诱 使 任何 初始 点 在 该 解 附近 的 路 径 倾向 稳定 。 





第 三 组 解 中 
R 2 R 4 
Ni 三 一 及 sint 十 Ro Y= Re + Rnt (7.475) 


取 第 三 组 解 式 (7.467) 时 的 线性 化 运动 方程 为 
u=v+2Ru v=Ryv (7.476) 
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干扰 方程 变 为 
a a] (7.477) 

该 方程 有 两 个 正 特征 值 

Me (7.478) 





特征 值 为 正 ， 表 明 干 扰 方 程 的 解 趋向 于 无 穷 大 。 因 此 ,第 三 组 解 (7. 467) 不 稳定 ， 并 能 够 
诱 使 任何 初始 点 在 该 解 附 近 的 路 径 倾 向 不 稳定 。 

例 327 妈 ” 蛇 形 运动 

为 了 分 析 拖 车 的 性 能 ， 需 要 把 汽车 的 运动 表示 为 时 间 的 函数 ， 即 














x, (1) 
el (7.479) 
把 该 函数 代入 到 方程 
Ki = (xe -ai)2xz + (ve x) (yo —y1)y, (7.480) 
y= xe KR) (Ye NK + (yy) (7.481) 
解 上 述 方程 并 确定 拖车 位 置 
=| (7.482) 


蛇 形 罕 桩 是 测试 车 辆 操纵 性 能 的 常用 试验 ， 假 设 带 拖车 的 汽车 沿 x 轴 方 向 在 稳 态 正弦 道路 上 
行驶 ， 即 


vt 
"=| | 0 
解 下 面 的 两 个 耦合 微分 方程 及 可 求 出 汽车 的 运动 学 方程 


x = (vi—x,) w+ (vt —x,) (sint —Y,)cost 








=(vi—x)[ (vi—x)v+ (sint—y,) cost] (7. 484 ) 
y, = (vt x) (sint —y,)v+ (sint—y,)cost 
= (sint—y,)[ (vi—x,)v+ (sint—y,)cost] (7.485) 
在 稳 态 工 况 下 ， 会 有 
x,=0 y,=0 (7. 486 ) 
所 以 ， 拖 车 运动 的 可 行 解 与 汽车 运动 相同 ， 为 
vt 
s=| ,| (7.487) 


7.9 小 结 


转向 使 车 辆 按照 期 望 的 方向 行驶 ， 车 辆 转向 时 ， 靠 近 转 向 中 心 的 车 轮 称 作 内 侧 车 轮 ， 离 
转向 中 心 较 远 的 车 轮 称 作 外 侧 车 轮 。 如 果 车 辆 速度 很 低 ， 在 内 侧 转向 车 轮 和 外 侧 转向 车 轮 之 
间 存 在 一 个 称 作 阿 克 曼 条 件 的 运动 学 关系 。 

民用 汽车 通常 为 前 轮转 向 四 轮 车 辆 ， 内 侧 转 向 车 轮 和 外 侧 转向 车 轮 之 间 的 运动 关系 为 


cot6, — cot6; = (7.488) 


1 
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式 中 ，6; 为 内 侧 车 轮转 向 角 ; 5。 为 外 侧 车 轮转 向 角 ; w 为 车 辆 轮 距 ; 1 为 车 辆 轴 距 。 轮 距 w 
和 轴 距 ! 是 车 辆 的 运动 学 宽度 和 运动 学 长 度 。 
转向 车 辆 的 质心 在 半径 为 尺 的 圆 上 运动 









































R= /az +12cot26 (7. 489 ) 
式 中 ,6 为 内 侧 车 轮 和 外 车 车 轮转 向 角 的 余 切 平均 角 。 
cot6, + cot6; 
cot6 rr (7. 490 ) 

角 5 是 具有 相同 轴 距 1 和 转向 半径 只 的 自行 车 的 等 效 转 向 角 。 
7. 10 主要 符号 
4WS 四 轮转 向 车 辆 转向 的 横 摆 角速度 
a,， 0，c,， d ”四 连 杆 机 构 构 件 的 长 度 r 以 拖 钧 位 置 表示 的 汽车 位 置 
Qi 从 质心 到 第 i 车 轴 的 距离 向 量 
A, B,C 四 连 杆 机 构 的 输入 角度 参数 RR 质心 处 的 转向 半径 
AWS 全 轮转 向 Ri FWS 车 辆 后 轴 中 心 处 的 转 
bi 从 汽车 后 轴 到 拖 钧 的 距离 向 半径 
22 从 拖 钩 到 拖车 车 轴 的 距离 RI 0 和 车 轴 中 心 的 水 平 距 离 
c 拖车 运动 的 稳定 性 指标 R。 拖车 的 转向 半径 
cl 4WS 汽车 转向 中 心 与 前 轴 的 。 RR 拖车 车 轴 中 心 位 置 的 转向 

纵向 距离 半径 
加 4WS 汽车 转向 中 心 与 后 轴 的 。 RR、 后 车 轮 半径 

纵向 距离 R. 曲率 半径 
cs 4WS 因数 RWS 后 轮转 向 
C 质心 ， 曲 率 中 心 8 以 拖车 车 桥 中 心 位 置 表示 的 
C1, C2 加 分 常数 拖车 位 置 向 量 
d 梯形 转向 机 构 中 的 梯形 臂 1; 时 间 

长 度 u 汽车 -拖车 分 析 中 的 临时 
e 残 差 变量 
e i 置 节 辟 长 度 UR 转向 齿 条 的 平 动 
FWS 前 轮转 向 i 单位 向 量 
8 伸 出 长 度 v 以 及 x*, v ”车 辆 速度 ,汽车 - 拖车 分 析 
J 四 连 杆 机 构 的 构件 长 度 中 的 临时 变量 
/ 轴 距 vi 内 侧 后 车 轮 的 速度 
L, 转向 长 度 Vo 外 侧 后 车 轮 的 速度 
0 转向 中 心 ， 曲 率 中 心 wr 前 轮 距 
p 4 的 干扰 项 Ww 后 轮 距 
q 2 的 干扰 项 x,，y，Zz， xX ”位移 
p,q 中 间 构 件 的 长 度 < = 太一 8 拖车 相对 于 汽车 的 位 置 向 量 
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B 梯形 转向 机 构 梯 形 臂 的 摆 角 ” 56,。 外 侧 车 轮转 向 角 
6 内 侧 车 轮 和 外 车 轮转 向 角 的 6s 转向 指令 

余 切 平均 值 A=6, -5A。 ”和 转向 角 差 
61 =6n 左前 侧 车 轮转 向 角 0 拖车 和 车 辆 纵向 中 心 轴线 之 
02 =pr 右前 侧 车 轮转 向 角 间 的 夹 角 
6A。 符合 阿 克 受 条 件 的 转向 角 k 道路 的 曲率 
Sn 左前 侧 车 轮转 向 角 和 特征 值 
6 右前 侧 车 轮转 向 角 w 角速度 
6i 内 侧 车 轮转 向 角 Oi = 后 内 侧 车 轮 的 角速度 
6 左 后 侧 车 轮转 向 角 Ww, = io 后 外 侧 车 轮 的 角速度 
6 右 后 侧 车 轮转 向 角 














1. 自行 车 模型 和 转向 半径 
奔驰 GL450 的 尺寸 如 下 


[=3076mm wr=1l65lmm w,=1654mm R=12.1m 











假设 al =a,， 试 用 平均 轮 距 确定 该 车 的 自行 车 模型 的 最 大 转向 角 6。 


2. 转向 半径 
设 某 两 轴 贷 车 的 不 同 轴 距 
[=2769mm [=3366mm [=3810mm 
如 果 车 辆 的 前 轮 距 为 
w =1778mm 
且 w =a ， 试 计算 8 =30" 时 货车 的 转向 半径 。 
3. 空间 要 求 
设 某 两 轴 汽 车 的 尺寸 如 下 





[=4m w=1.3m g=1.2m 
试 计算 5 =30" 时 汽车 的 Rn、Rwas 和 AR。 
4. 后 轮转 向 又 车 
某 电动 又 车 的 尺寸 如 下 

[=1397mm w =762mm 
如 果 6=55°, 且 al = a;, 试 计算 其 转向 半径 。 
5. 和 车轮 角 速度 
某 两 轴 车 辆 的 尺寸 如 下 








[=2.7m w=1.36m 
求 作 为 转向 角 6 函数 的 角速度 比 w/wi。 
6. 三 轴 车 辆 


如 图 7. 21 所 示 的 三 轴 车 辆 ， 试 求 该 车 6, 和 63 之 间 的 关系 ， 


7. 三 轴 货 车 
设 某 仅 前 轮转 向 的 三 轴 货 车 的 尺寸 如 下 


[=4470mm 


以 及 5 和 66 之 间 的 关系 。 
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al =5300mm a =300mm a; =1500mm 
w = 1800mm 
如 果 货 车 能 够 以 R=11m 转向 ， 试 确定 其 前 轮 最 大 转向 角 。 
8. 女 ” ”三轮车 辆 转向 条 件 
图 7. 79 所 示 为 一 辆 所 有 车 轮 都 能 转向 的 三 轮 车 辆 ， 试 确定 其 运动 学 转向 条 件 。 


cf 






































一 井 
图 7.79 所 有 车 轮 都 能 转向 的 三 轮 车 辆 

(a) 确定 三 个 车 轮 之 间 的 运动 学 转向 条 件 。 

(b) 确定 RR、cl、cs 和 Ri。 

(c) 根据 前 轮转 向 车 辆 运动 学 确定 其 转向 所 需 条 件 ， 并 简化 为 三 轮转 向 条 件 。 
9. 梯形 转向 机 构 的 优化 

应 用 理想 运动 学 转向 条 件 











cot6, — cot6i = 


和 梯形 转向 机 构 方 程 
(w -2dsin8)” =[w -dsin(B -6p,) -dsin(B +6;) ]? 
+| dcos(B -6p,) -dcos(B +6i) 恬 
定义 函数 e(B6) =6p -64,， 对 于 一 组 给 定 的 w、!、d 和 6;， 用 求 导 方 法 确定 e 的 最 小 值 。 
解 是 否 存 在 ? 如果 有 解 ， 是 唯一 的 解 吗 ? 
10. 带 单 轴 拖 车 的 车 辆 
确定 有 如 下 尺寸 参数 的 拖车 和 车 辆 之 间 的 稳 态 角 
al = 1000mm a = 1300mm 
bi =1200mm b, = 1800mm 
wi =1100mm w, = 1500mm 
8 =800mm 6; =12° 
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拖车 的 转向 半径 R 和 车 辆 的 转向 半径 R 分 别 是 多 少 ? 确定 最 小 半径 Ri,、 最 大 半径 


Rwx 和 半径 差 AR。 
11. 梯形 转向 机 构 的 最 佳 4 值 


菏 梯 形 转向 机 构 如 图 7. 80 所 示 ， 假 设 


























图 7. 80 梯形 转向 机 构 


w=1.66m 1=2.93m B~19.5° 
通过 最 小 化 残 差 函 数 的 均 方差 确定 最 佳 d 值 


e -有 六 Con -al 
n ;=1 
式 中 , n 是 6; 在 工作 范围 -30<6;<30 内 分 段 的 数量 。 


12. 太 转 向 中 心 的 坐标 


如 果 习 题 16 中 的 车 辆 6n =5°*， 且 cl =1300mm， 确 定 车 辆 转向 中 心 的 坐标 。 








13. 娘 给 定 曲率 中 心 的 转向 角 
设 某 汽车 的 参数 如 下 


1=2.8m wr=1.35m w,=1.4m al=oa 


且 曲 率 中 心 在 车 辆 坐标 系 中 的 坐标 为 


试 求 该 四 轮转 向 车 辆 需要 的 转向 角 。 


14. 女 转 向 中 心 的 运动 


设 某 静 止 4WS 车 辆 如 图 7. 81 所 示 。 


xn =60.336 yn =118.3 








图 7.81 





某 静 止 4WS 车 辆 转向 








P 心 的 变化 
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假设 内 侧 前 车 轮 和 内 侧 后 车 轮 的 转向 角 在 此 时 相等 ， 且 
R=31 
(a) 确定 车 辆 坐标 系 中 的 转向 中 心 。 
(b) 确定 此 时 车 轮 的 转向 角 。 
(c) 车 辆 的 运动 学 转向 中 心 在 半径 等 于 汽车 轴 距 / 的 圆 上 运动 ， 试 确定 作为 函数 的 转 
向 角 。 
15. 局 部 曲率 中 心 
试 计算 例 304 中 汽车 沿 道路 的 切 向 行驶 时 ， 曲 率 中 心 在 车 辆 坐标 系 中 的 坐标 。 
16. 女 4WS 车 辆 的 转向 半径 
设 某 FWS 车 辆 的 尺寸 参数 如 下 
01 38 


[=2300mm i =67 
Wf=1437mm w,=1607mm 

(a) 求 6n =5° 时 和 车辆 的 转向 半径 。 

(b) 如 果 把 车 辆 改装 成 4WS 车 辆 ， 且 把 车 辆 转向 半径 减 小 10% ， 车 辆 的 后 轮转 向 角 应 
为 多 少 ? 

17. 太 前 、 后 轮 距 不 同 的 情况 

路 特 斯 2 - Eleven 是 一 种 RWD (后 轮 驱动 ) 跑车 ， 其 性 能 参数 如 下 
[=2300mm wr=1457mm w,=1607mm 


前 纶 胎 规 格 195/50 R16 后 轮胎 规格 225/45R17 “让 

求 6=5° 时 的 角速度 比 w。/w;、R、6; 和 6,。 

18. 太 转向 中 心 坐标 

试 确定 用 外 侧 轮胎 转向 角 5 和 8。 表示 的 4WS 车 辆 转向 中 心 坐标 。 
19. 女 转向 半径 

试 确定 用 转向 角 5, 表示 的 4WS 车 辆 转向 半径 。 


cot6, = (cot6i, + cot6, ) 















































20. 曲率 半径 
设 车 辆 行驶 的 道路 函数 为 


(a) 确定 用 XX 表示 的 道路 曲率 。 
(b) 确定 用 XX 表示 的 道路 曲率 半径 。 
(c) 确定 曲率 中 心 的 轨迹 。 
21. 太 三 轴 汽 车 
设 某 越 野 皮 卡 的 尺寸 参数 为 
al =1100mm oaw =1240mm aa =1500mm 
w =1457mm 
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求 6; =10?* 时 的 5 、R 、R 和民。 
22. 女 3D 道路 
设 某 空间 道路 的 参数 方程 为 

x=(a+bsing ) cosg 

y=(a+bsing ) sing 

z=b +bcos0 
(a) 证 明 用 参数 9 表示 的 道路 曲率 函数 为 
4a’ +60 -202 cos20 + 8absing 
(b) 求 w=200、! =150 时 道路 曲率 中 心 的 轨迹 。 
23. 妈 转向 机 构 优 化 
求 图 7. 82 所 示 的 多 杆 式 转向 机 构 以 尽量 接近 运动 学 转向 条 件 的 工 况 工作 时 的 优化 长 度 
x。 车 辆 轮 距 w =2. 64m， 轴 距 1=3. 84m， 前 轮 工作 范围 -22°<6<22°, al =380mm。 
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d=1.32m 





| 
图 7. 82 ”通过 调整 x 优化 多 杆 式 转向 机 构 
24. 友 在 椭圆 形 道路 上 行驶 的 汽车 


设 某 4WS 车 辆 在 椭圆 形 道 路 上 行驶 ， 道 路 的 参数 方程 为 
X=acos0 Y=bsing 

















(a) 求 曲 率 中 心 的 全 域 坐 标 。 
(b) 求 曲 率 中 心 在 车 辆 坐标 系 中 的 坐标 。 
(c) 若 车 辆 始终 沿 道 路 的 切 向 行驶 ， 求 车 轮转 向 角 。 
25. 女 道路 连接 
设计 一 条 回旋 螺 线 过 渡 路 段 ， 将 图 7. 83 中 的 X 轴 连接 到 直线 ， 共 有 几 种 可 行 设计 方案 ? 
26. 女 道路 曲率 
平面 道路 的 曲率 可 以 用 下 式 计算 

d?” y/dx” 
[1+ (dy/dx)” J] 


XY YX 
/2 十 7 和 3/2 
(x ) 











(a) 设 道 路 参数 方程 为 
全 [ee 全 ja 这 大 SE bsin(S)a 





试验 证 道路 曲率 为 
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La 


， ERIC 让 > 
0 40 80 120 160 2 光 
图 7.83 连接 点 (0，100) 至 点 (200, 0) 的 道路 
(b) 设 道路 参数 方程 为 
1 3 i 3 
(六 [ees( 所 ju Y(t) = bsin($)a 








试验 证 道路 曲率 为 

K=t 
27. 太 环形 道路 
如 图 7. 84 所 示 为 由 两 条 直行 路 段 与 两 条 圆 形 路 段 连接 而 成 的 环形 道路 。 


} 
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图 7. 84 由 两 条 直行 路 段 和 两 条 圆 形 路 段 切 向 连接 构成 的 环形 道路 


(a) 设计 连接 直行 路 段 和 圆 形 路 段 的 适当 回旋 螺 线 过 渡 路 段 。 

(b) 确定 并 画 出 所 设计 环形 道路 的 曲率 中 心 轨迹 。 

28. 转向 机 构 设 计 

图 7. 85 所 示 为 一 转向 机 构 ， 假 设 其 中 间 控 制 器 能 够 调整 和 y 的 长 度 。 

(a) 求 用 1、w、d 和 BB 表示 的 x 和 y 函数 ， 并 令 该 转向 机 构 符合 阿 克 曼 运动 学 条 件 。 

(b) 取 下 面 的 参数 ， 在 对 称 内 侧 车 轮转 向 角 范 围 8; = +35" 内 画 出 x、y、x -和 xy 的 
曲线 。 








w=1.66m 1=2.93m d=0.4 B=19.5° 
29. 廊 道 路 设计 
假设 需要 用 回旋 螺 线 过 渡 路 段 连接 直行 道路 和 半径 为 尺 =58.824m 圆 形 道路 ， 回 旋 螺 线 








7 ”转向 动力 学 353 













TN SS 
3 TN 


SS 2 cE 
0 








图 7.85 可 以 控制 x 和 y 长 度 的 转向 机 构 





起 始 于 点 (0, 0)。 试 求 取 如 下 参数 时 环形 道路 的 圆心 和 用 s 表示 的 某 4WS 汽车 的 转向 角 。 
(a) a =250m 
(b) a=210m 
(c) a=180m 
(d) a=150m 
(e) a=120m 
30. 回旋 螺 线 
证 明 
dX dX dY dy 
df “ds d "ds 





31. 8 字形 道路 
例 317 中 的 问题 是 回旋 螺 线 道路 终点 的 曲率 与 圆 形 道路 上 连接 点 处 的 曲率 不 相等 ， 试 分 
别 求 出 连接 点 处 两 段 道路 的 曲率 。 


8 县 架 机 构 





悬 架 的 作用 是 连接 车 轮 与 车 身 ， 并 人 允许 它们 发 生 相 对 和 运动。 本章 主要 介绍 悬 架 机 构 的 结 


构 ， 并 讨论 车 轮 与 车 身 之 间 的 相对 运动 。 车 轮 通 过 悬 架 装置 实现 车 辆 的 驱动 、 转 向 和 停车 ， 
并 承受 各 类 作用 力 。 


8.1 非 独 立 悬 架 
最 简单 的 悬 架 结构 如 图 8. 1 所 示 ， 是 一 对 车 轮 装 在 整体 车 桥 的 两 端 。 


AT 

















图 8.1 装 有 钢板 弹簧 式 的 整体 车 桥 





整体 车 桥 连接 在 车 身上 ， 车 身 能 够 在 z 轴 方 向 进行 垂直 运动 ， 并 可 以 绕 x 轴 方 向 进行 侧 
倾 运动 。 这 种 车 桥 不 允许 车 喘 有 纵向 和 横向 的 平移 ， 也 不 允许 车 映 有 绕 z 轴 方 向 的 旋转 运 
动 。 机 构 由 多 种 连 杆 和 弹性 元 件 组 合 而 成 ， 以 满足 车 辆 行驶 的 运动 学 和 动力 学 需求 。 图 8. 1 
所 示 的 就 是 这 种 最 简单 的 非 独 立 旺 架 机 构 ， 车 桥 两 侧 分 别 连接 在 两 个 钢板 弹 算 的 中 部 ， 钢 板 
弹簧 的 两 端 固定 在 底盘 上 。 图 8.2 是 装备 多 片 式 钢 板 弹簧 整体 车 桥 的 侧 视 图 。 安 装 在 左右 两 
侧 车 轮 之 间 的 整体 车 桥 和 悬 架 机 构 可 统称 为 非 独立 悬 架 机 构 。 

















图 8. 2 ”装备 多 片 式 钢 板 弹簧 整体 车 桥 侧 视图 








通过 增加 一 个 连接 装置 引导 车 桥 运动 ， 并 承载 非 轴 方 向 的 动态 作用 力 ， 可 进一步 提高 
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钢板 弹簧 式 非 独立 甚 架 机 构 的 性 能 。 

时 在 马车 时 代 ， 钢 板 弹 簧 与 整体 车 桥 的 组 合 就 在 车 辆 工业 上 得 到 了 应 用 。 

例 328 ” 霍 奇 基 斯 传动 (Hotchkiss drive ) 

霍 奇 基 斯 传动 是 指 采 用 有 传动 轴 的 车 桥 并 通过 板 筑 直 接连 接 车 喘 的 结构 ， 是 用 最 早 采 用 
这 种 结构 的 汽车 来 命名 的 传动 形式 。 图 8. 2 所 示 的 就 是 霍 奇 基 斯 晤 架 ， 霍 奇 基 斯 传动 存在 的 
主要 问题 是 在 横向 和 纵向 力作 用 下 限制 车 桥 的 运动 ， 且 质量 比 e =m,/m, 较 低 ， 其 中 mm 为 
簧 载 质量 ，m, 为 非 筑 载 质量 。 

得 载 质 量 指 弹 性 元 件 承 载 的 全 部 质量 ， 如 车 和 刁 。 非 得 载 质 量 指 连接 在 弹性 元 件 上 ， 又 不 
由 弹性 元 件 承 载 的 全 部 质量 ， 如 车 轮 、 和 车 桥 或 制 动 系统 。 

例 329 钢板 弹 签 晤 架 和 搁 曲 





























装 有 纵向 钢板 弹簧 的 非 独立 其 
架 系 统 有 较 多 的 缺点 。 主 要 问题 在 
于 弹簧 本 身 应 该 作为 一 个 定位 元 
件 ， 人 们 期 望 弹簧 在 负载 作用 下 发 
生 弯 曲 ， 但 是 又 只 需要 一 个 方向 上 
的 挠 曲 。 但 是 扭转 和 横向 弯曲 是 钢 
板 弹簧 的 自然 属性 ， 从 而 使 其 发 生 
不 在 轮胎 平面 内 的 挠 曲 和 扭转 。 钢 
板 弹 簧 也 不 利于 承受 驱动 牵引 力 和 
制 动 力 ， 在 这 些 力 的 作用 下 钢板 弹 
得 会 产生 如 图 8.3 所 示 的 S 形变 
形 。 钢 板 弹 得 在 驱动 力 和 制 动 力 作 
用 下 的 挠 曲 会 导致 生成 负 的 后 倾 
角 ， 增 加 车 辆 的 不 稳定 性 。 

尽管 长 钢板 弹簧 能 够 提供 较 好 的 平顺 性 ， 但 是 也 会 增加 弹簧 在 不 同 负载 下 的 弯曲 和 扭转 
变形 。 

例 330 钢板 弹 往 悬 架 和 挠 曲 问题 的 解决 办 法 

为 了 降低 水 平 作用 力 和 $ 变形 对 钢板 弹簧 式 非 独立 悬 架 的 影响 ， 车 桥 可 以 采用 如 图 
8. 4a 所 示 的 纵向 拉杆 连接 在 车 辆 底盘 上 。 这 种 拉杆 被 称 作 防 颠 租 拉杆， 是 解决 霍 奇 基 斯 传 
动 悬 架 纵向 问题 的 最 简单 的 办 法 。 

装备 防 颠 艇 拉杆 的 非 独 立 悬 架 机 构 可 简化 为 如 图 8. 4b 所 示 的 四 连 杆 机 构 动力 学 模型 。 
虽然 防 颠 艇 拉杆 能 够 控制 钢板 弹 往 的 形状 ， 但 会 导致 车 桥 上 下 运动 时 产生 一 个 如 图 8.5 所 示 
的 扭转 角 。 车 桥 扭转 后 ， 称 车 轮 相 对 车 桥 的 扭转 为 后 倾角 。 

非 独 立 基 架 常 被 用 来 帮助 保持 车 轮 与 道路 垂直 。 

例 331 钢板 弹 往 悬 架 的 位 置 问题 

前 轮 在 向 左 或 向 右 转向 时 需要 一 定 的 空间 ， 因 此 钢板 弹 得 的 安装 位 置 不 能 够 靠近 轮 载 ， 
而 应 该 更 靠近 车 桥 中 部 。 这 样 就 只 能 够 安装 一 个 狭窄 的 弹 筑 座 ， 也 就 意味 着 由 于 质量 转移 ， 
一 个 较 小 的 侧 向 力 就 能 使 车 身 相对 车 桥 产 生 相 当 大 角度 的 摇摆 或 倾斜 。 这 样 会 导致 乘客 产生 




















a) 驱动 力作 用 
2 









b) 制 动 力作 用 
图 8.3 在 驱动 力 和 制 动 力 作用 下 迫使 钢板 弹 自 形成 S 形 
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a) 车 轮 向 上 运动 b) 车 轮 向 下 运动 
图 8.5 防 颠 艇 拉杆 导致 的 扭转 角 问 题 
不 适 ， 也 可 能 发 生 不 期 望 的 转向 。 

非 独立 基 架 可 以 较 好 地 防止 由 于 车 身 播 摆 导 致 的 侧 倾角 变化 。 车 轮 保 持 直 立 ， 不 会 发 生 
侧 倾 。 然 而 ， 非 独立 悬 架 在 横向 力 的 作用 下 ， 车 桥 会 发 生 横向 位 移 ， 使 静态 平面 和 静态 中 心 
无 法 保持 在 车 辆 的 纵向 轴线 上 。 

当 单 侧 车 轮 通过 障碍 发 生 跳 动 时 ， 非 独立 悬 架 会 发 生 跳动 外 倾 (bump - camber) 。 如 果 
右 侧 车 轮 通过 障碍 时 发 生 跳 动 ， 车 桥 右 端 升 高 ， 左 侧 轮 载 也 会 发 生 倾 斜 ， 导 致 左 侧 车 轮 产生 
一 定 的 外 倾角 。 

例 332 三 角 连 杆 

如 图 8.6 所 示 的 三 角 连 杆 连接 在 车 桥 上 ， 当 车 辆 转向 时 能 够 提供 横向 抗 阻 ， 当 车 辆 加 速 
或 制 动 时 能 够 提供 扭转 抗 阻 。 

例 333 潘 哈 德 (Panhard) 横 臂 和 横向 位 移 

板 簧 还 存在 弹簧 刚度 过 大 的 问题 。 通 过 减 小 板 壬 的 宽度 和 减少 簧 片 的 数量 ， 能 够 显著 降 
低 基 架 的 横向 刚度 、 增 加 垂直 方向 的 稳定 性 。 潘 哈 德 (Panhard) 横 臂 是 一 个 横向 连接 车 桥 
和 底盘 的 拉杆 。 如 图 8.7 所 示 ， 潘 哈 德 横 臂 和 车 桥 共同 限制 了 车 桥 的 横向 位 移 。 图 8. 8 所 示 
通过 三 角 连 杆 和 潘 哈 德 横 臂 的 组 合 对 车 桥 运动 进行 引导 。 

图 8. 9 所 示 为 另外 一 种 双 三 角 连 杆 机 构 设 计 ， 能 够 对 车 桥 运动 进行 引导 ， 并 提供 横向 的 
文 撑 。 
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图 8.6 装 有 三 角 连 杆 的 非 独立 悬 架 





图 8.7 潘 哈 德 横 臂 引导 车 桥 运动 





图 8.8 三 角 连 杆 和 潘 哈 德 横 臂 组 合 引 导 车 桥 运 动 





例 334 直线 连 杆 机 构 
在 悬 架 设计 中 可 选择 多 种 机 构 来 确保 直线 运动 ， 最 简单 的 机 构 就 是 包含 一 个 连 杆 点 做 直 
线 运动 的 铵 链 四 杆 机 构 。 一 些 最 实用 著名 的 连 杆 机 构 如 图 8. 10 所 示 。 通 过 选择 适当 的 构件 
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图 8.9 装 有 双 三 角 连 杆 机 构 的 悬 架 机 构 


a) 及 特 连 杆 机 构 b) 罗伯特 连 杆 机 构 











c) 切 比 当 夫 连 杆 机 构 d) 埃 文 斯 连 杆 机 构 
图 8. 10 一 些 可 直线 运动 的 连 杆 机 构 
长 度 ， 瓦 特 ( Watt) 、 罗 伯 特 (Robert)、 切 比 雪 夫 (Chebyshev) 和 埃 文 斯 (Evance) 连 杆 
机 构 均 可 以 使 连 杆 点 C 在 垂直 方向 上 进行 直线 运动 。 这 些 机 构 的 直线 运动 可 以 用 来 引导 车 
桥 运 动 。 

图 8. 11 和 图 8. 12 所 示 的 是 两 种 带 潘 哈 德 横 臂 的 瓦特 悬 架 机 构 。 








图 8. 11 一 种 带 潘 哈 德 横 臂 的 瓦特 巧 架 机 构 
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图 8.13、 图 8.14 和 图 8. 15 是 三 种 装 有 潘 哈 德 横 臂 的 罗伯特 组 合 悬 架 机 构 。 
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另 一 种 带 潘 哈 德 横 辟 的 瓦特 悬 架 机 构 
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8. 13 一 种 带 潘 哈 德 横 臂 的 罗伯特 悬 架 机 构 














图 8. 14 ” 男 一 种 带 潘 哈 德 横 辟 的 罗伯特 甚 架 机 构 

例 335 ” 非 独 立 悬 架 和 非 簧 载 质量 问题 

通常 情况 下 ， 非 独立 悬 架 机 构 要 比 相同 太 才 的 独立 悬 架 机 构 质 量 大 一 些 。 悬 架 机 构 质量 
是 非 筑 载 质量 的 组 成 部 分 ， 因 此 当 采 用 非 独立 悬 架 机 构 时 ， 非 簧 载 质量 就 相应 有 所 增加 。 较 
大 的 非 簧 载 质量 会 同时 降低 车 辆 的 平顺 性 和 操控 性 。 减 轻 悬 架 质 量 会 降低 其 强度 ， 并 给 车 辆 
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到 8.15 第 三 种 带 潘 哈 德 横 臂 的 罗伯特 悬 架 机 构 
讲 来 更 加 危险 的 问题 : 悬 架 断裂 。 悬 架 必 须 足 够 坚固 ， 以 确保 在 任何 时 间 在 任何 负载 条 件 下 
都 不 会 发 生 断 裂 。 据 粗略 统计 ， 板 签 质 量 的 90% 可 算 作 非 答 载 质量 ， 使 这 一 问题 更 加 突出 。 

非 舍 载 质量 问题 在 前 悬 架 上 表现 得 更 为 严重 ， 这 也 是 不 在 乘 用 车 辆 上 和 采用 非 独立 悬 架 的 
主要 原因 。 但 是 ， 在 货车 和 公共 汽车 上 ， 前 悬 架 采用 非 独立 悬 架 仍然 很 常见 。 这 类 车 和 悬 架 
并 没有 较 大 的 降低 质量 比 e =m,/m,。 

当 车 辆 采用 后 轮 驱 动 和 后 部 整体 车 桥 结 构 后 ， 这 种 悬 架 也 被 称 为 驱动 桥 非 独立 悬 架 。 驶 
动 桥 非 独 立 悬 架 整 套 包含 一 个 差 速 咒 和 两 个 驱动 轴 ， 由 驱动 轴 与 轮 载 相连 。 驱 动 桥 非 独 立 悬 
架 的 质量 是 非 驱 动工 字 梁 车 桥 的 3 ~4 倍 。 之 所 以 被 称 作 驱动 桥 非 独立 悬 架 ， 是 因为 齿轮 和 
驱动 轴 都 安装 在 车 桥 过 内 部 。 

例 336 车 桥 和 螺旋 弹簧 

为 了 减 小 非 筑 载 质量 ， 提 高 非 独 立 悬 架 垂 向 运动 行程 ， 可 以 配备 螺旋 弹簧 。 图 8. 16 所 
示 为 一 种 简单 的 配备 螺旋 弹 筑 的 非 独 立 悬 架 机 构 ， 这 种 悬 架 机 构 是 由 车 桥 和 底盘 之 间 四 个 纵 
向 拉杆 构成 。 弹 簧 可 以 在 纵向 或 横向 上 以 一 定 的 角度 安装 ， 以 确保 在 这 两 个 方向 上 更 加 
平顺 。 










































































图 8.16 配 有 螺旋 弹簧 的 非 独立 悬 架 机 构 








例 337 迪 里 恩 车 桥 (De Dion axle) 
当 车 桥 是 非 驱 动 整体 车 桥 时 ， 其 左右 车 轮 之 间 的 连接 深 可 采用 不 同 的 形状 来 承担 不 同 的 
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任务 ， 通 带 要 使 车 轮 具备 相对 独立 的 灵活 性 。 也 可 以 通过 改变 连接 差 速 器 和 底盘 之 间 活 动车 
桥 的 形状 ， 来 进一步 减 小 非 壬 载 质 量 。 

迪 里 恩 车 桥 是 把 一 种 改良 的 梁 式 车 桥 作 为 固定 式 车 桥 连接 差 速 侨 和 底盘 ， 并 通过 万 向 节 
和 半 轴 将 动力 传递 给 车 轮 。 图 8. 17 所 示 为 迪 里 恩 车 桥 。 






































图 8.17 迪 里 恩 车 桥 








独立 悬 架 一 侧 车 轮 上 下 跳动 时 ， 不 会 对 另 一 侧 车 轮 产生 影响 。 独 立 悬 架 有 多 种 形式 ， 其 
中 双 A 形 臂 悬 架 和 麦 弗 进 滑 柱 悬 架 是 最 简单 和 常用 的 设计 。 图 8. 18 所 示 是 一 种 简单 的 双 A 
形 臂 悬 架 ， 图 8. 19 所 示 是 麦 弗 逊 请 柱 悬 架 。 











转向 节 辟 


主 销 























图 8.19 麦 弗 进 滑 柱 悬 架 





从 运动 学 角度 看 ， 双 A 形 臂 悬 架 可 以 简化 为 四 连 杆 机构 ， 其 中 把 连接 底盘 的 一 端 作为 
固定 端 ， 连 接 车 轮 的 一 端 作为 负载 端 ; 麦 弗 进 滑 柱 悬 架 可 以 简化 为 反 向 曲柄 滑 块 机 构 ， 其 中 
连接 底盘 的 一 端 作为 固定 端 ， 连 接 车 轮 的 一 端 作为 负载 端 。 双 A 形 辟 其 架 和 麦 弗 逊 滑 柱 悬 
架 应 用 在 左右 两 侧 车 轮 上 的 示意 图 分 别 是 图 8. 20 和 图 8. 21 。 

双 A 形 臂 悬 架 也 称 为 双 横 臂 悬 架 或 长 短 臂 悬 架 ; 麦 弗 逊 (MecPherson) 滑 柱 悬 架 有 时 也 
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被 简称 为 麦 弗 逊 悬 架 。 
例 338 双 A 形 臂 悬 训 和 弹簧 位 置 
双 A 形 辟 悬 架 机 构 中 ,螺旋 弹 得 可 以 如 图 8. 18 所 示 安 装 在 下 辟 和 底盘 之 间 ; 也 可 以 安 
装 在 上 臂 和 底盘 之 间 ， 或 者 上 下 臂 之 间 。 无 论 是 哪 种 情况 ， 上 下 臂 中 作为 支撑 臂 的 一 个 总 要 
比 另 一 个 设计 和 制造 得 更 加 坚固 。 














图 8.20 左 、 右 车 轮 的 双 A 形 臂 悬 架 





图 8.21 左 、 碳 车 轮 的 麦 弗 逊 滑 柱 悬 架 


例 339 ”多 连 杆 悬 架 机 构 

如 图 8. 22 所 示 ， 当 A 形 臂 两 侧 的 拉 臂 由 匀 链 连接 在 一 起 后 ， 就 被 称 为 多 连 杆 悬 架 机 
构 。 多 连 杆 悬 架 机 构 是 一 种 六 连 杆 机 构 ， 具 有 比 双 A 形 臂 悬 架 机 构 更 好 的 运动 性 能 。 然 而 ， 
与 采用 四 连 杆 的 双 A 形 臂 悬 架 机 构 相 比 ， 多 连 杆 县 架 机 构 价 格 高 、 结 构 复 杂 、 可 靠 性 低 。 
采用 多 连 杆 悬 架 机 构 的 车 辆 具有 更 好 的 运动 学 性 能 。 

例 340 摆 辟 悬 架 

独立 悬 架 也 可 以 简化 成 如 图 8. 23 所 示 的 三 角 壁 结构。 三 角形 的 底 边 与 底盘 连接 ， 和 车 轮 
安装 在 对 应 的 顶点 位 置 ; 三 角形 的 底 边 与 车 辆 的 纵向 轴线 平行 。 这 种 悬 架 机 构 被 称 为 摆动 车 
桥 悬 架 或 摆 臂 悬 架 。 
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与 其 他 悬 架 





图 8.23 ” 摆 臂 悬 架 


例 341 纵 臂 悬 架 
图 8. 24 所 示 为 纵 辟 旺 架 ， 是 一 个 纵向 的 拉 臂 绕 着 横向 的 轴 旋 转 。 在 纵 臂 其 架 文 撑 下 和 车 
轮 的 外 倾角 不 会 随 着 车 轮 上 下 跳动 发 生变 化 。 





图 8.24 纵 臂 悬 架 
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纵 臂 式 悬 架 已 成 功 地 应 用 在 各 种 前 轮 驱 动车 辆 上 ， 作 为 其 后 轮 的 悬 架 。 

例 342” 半 纵 臂 悬 架 

图 8. 25 所 示 的 半 纵 臂 芭 架 是 结合 摆 豆 悬 架 和 纵 臂 悬 架 的 一 种 折 中 方案 。 这 种 悬 架 的 匀 
接 轴 可 以 达到 任意 的 角度 ， 而 不 受 不 能 超过 45" 的 限制 。 这 种 悬 架 在 同时 控制 横向 力 和 纵向 
力 时 ， 也 可 以 承受 车 轮 外 倾角 的 变化 。 半 纵 臂 式 悬 架 于 几 十 年 前 就 成 功 地 应 用 在 一 系列 后 轮 
驱动 车 辆 的 设计 当中 。 





























图 8. 25” 半 纵 臂 式 悬 砍 








例 343 ”横向 稳定 杆 和 侧 倾 刚度 

螺旋 弹簧 与 钢板 弹 筑 相 比 有 较 低 的 刚度 和 更 好 的 乘坐 舒适 性 ， 因 此 被 广泛 应 用 于 各 种 车 
辆 。 装 备 螺 旋 弹 簧 车 辆 的 侧 倾 刚度 通常 要 小 于 装备 钢板 弹簧 的 车 辆 。 为 了 能 够 增强 车 辆 的 侧 
倾 刚度 ， 横 向 稳定 杆 被 应 用 在 车 辆 上 。 虽 然 钢板 弹簧 采用 了 减少 弹簧 叶片 数量 ， 使 用 单 片 弹 
簧 、 梯 形 弹 千 、 厚 度 不 均匀 弹簧 等 多 种 方式 ， 但 仍 需要 通过 装备 横向 稳定 杆 来 弥补 侧 倾 刚度 
的 减 小 。 横 向 稳定 杆 也 被 称 作 防 侧 倾 杆 。 图 8. 26 所 示 为 装备 横向 稳定 杆 和 螺旋 弹簧 的 非 独 
立 悬 架 机 构 。 









































图 8.26 ”装备 横向 稳定 杆 和 螺旋 弹簧 的 非 独立 悬 架 机 构 





例 344 纵向 平顺 性 需求 
当 车 辆 通过 路 面 障碍 时 ， 车 轮 首先 受到 与 车 辆 运动 方向 相反 力 的 作用 。 因 此 ， 除 非 悬 架 
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机 构 具 有 水 平 的 平顺 性 ， 和 否则 在 车 辆 内 部 会 感受 到 水 平方 向 上 力 的 作用 。 

在 有 些 情 况 下 ， 水 平方 向 作用 力 的 影响 甚至 要 大 于 垂直 方向 。 钢 板 弹 得 可 以 通过 减 小 弹 
得 弧度 或 增 大 弹 得 前 部 固定 点 与 车 桥 之 间 的 距离 来 适当 吸收 这 一 水 平方 向 作用 力 ， 增 大 的 距 
离 通常 不 超过 lcm。 

8.3 侧 倾 中 心 与 侧 倾 轴线 

侧 倾 轴线 是 车 辆 侧 倾 时 围绕 的 一 条 瞬时 轴线 ， 是 连接 前 后 悬 架 侧 倾 中 心 的 直线 ， 就 好 像 
沿 着 前 后 悬 架 将 车 辆 一 分 为 二 。 前 或 后 悬 架 的 侧 倾 中 心 分 别 是 车 体 相 对 地 面 的 瞬时 转动 
中 心 。 

图 8. 27a 所 示 的 是 车 辆 装备 的 简单 的 双 A 形 臂 悬 架 机 构 。 为 找到 车 体 相 对 于 地 面 的 侧 倾 
中 心 ， 可 对 图 8. 27b 所 示 的 机 构 二 维 运动 学 模型 进行 分 析 。 轮 胎 接地 印迹 中 心 就 是 车 轮 相 对 
地 面 的 瞬时 转动 中 心 ， 所 以 车 轮 通过 轮胎 接地 印迹 中 心 点 连接 到 地 面 。 在 图 中 ， 相 对 运动 物 
体 从 地 面 开 始 到 车 体 分 别 编 号 标注 为 1 至 8。 


GH 
Tt 

/pan ' 

Wi | 

#al I 
/#8 I 
/TT [cs 
rT]| a 


























图 8.27 双 A 形 臂 悬 架 机 构 示 例 


瞬时 中 心 1 就 是 车 体 相对 地 面 的 侧 倾 中 心 ， 可 以 应 用 肯尼迪 定理 〈Kennedy theorem ) ， 
通过 直线 11,128 和 7313g 的 交点 确定 瞬时 中 心 is， 如 图 8. 28 所 示 。 

点 ps 和 Ps 分 别 是 车 轮 相 对 车 体 的 瞬时 转动 中 心 ， 这 个 车 轮 相 对 车 体 的 瞬时 转动 中 心 被 
称 为 侧 倾 中 心 。 所 以 ， 要 找到 车 辆 的 前 后 半 千 侧 倾 中 心 ， 必 须要 确定 悬 架 的 侧 倾 中 心 ， 并 找 
到 与 基 架 侧 倾 中 心 和 轮胎 接地 印迹 中 心 连接 线 的 交叉 点 。 

肯尼迪 定理 指出 : 每 三 个 相对 运动 物体 的 瞬时 中 心 共 线 。 

例 345 ” 麦 弗 逊 悬 架 侧 倾 中 心 

麦 弗 逊 悬 架 是 一 种 反 向 曲柄 滑 块 机 构 。 反 向 曲柄 滑 块 机 构 瞬 时 转动 中 心 的 例子 如 图 
8. 29 所 示 。 点 1 是 悬 架 的 侧 倾 中 心 ， 是 标注 为 2 号 的 车 轮 相对 标注 为 1 号 车 体 的 瞬时 转动 
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DG) 
ls 138 
lis 
图 8. 28 侧 倾 中 心 Ls 是 直线 7, Ds 和 7313g 的 交点 
中 心 。 hl 


1 ~ 








装备 麦 弗 逊 悬 架 系统 的 车 辆 如 图 8. 30a 
所 示 ， 机 构 的 等 效 运动 学 模型 如 图 8. 30b 
所 示 。 基 架 侧 倾 中 心 与 车 体 侧 倾 中 心 如 图 
8.31 所 示 。 要 找到 车 辆 的 前 后 半 车 侧 倾 中 
心 ， 要 确定 每 个 悬 架 的 侧 倾 中 心 ， 并 找到 
与 甚 架 侧 倾 中 心 和 轮胎 接地 印迹 中 心 连接 
线 的 交叉 点 。 

例 346 双 A 形 臂 悬 架 侧 倾 中 心 

如 双 A 形 臂 基 架 的 独立 悬 架 的 侧 倾 中 心 可 分 为 内 侧 和 外 侧 。 车 辆 左前 车 轮 双 A 形 臂 县 
架 运 动 学 模型 如 图 8. 32 所 示 ， 图 8. 32a 为 内 侧 侧 倾 中 心 ， 图 8. 32b 为 外 侧 侧 倾 中 心 。 内 侧 
侧 倾 中 心 朝向 车 体 ， 外 侧 侧 倾 中 心 远 离 车 体 。 

如 图 8. 33a ~c 所 示 车 辆 外 侧 惹 架 侧 倾 中 心 ， 悬 架 侧 倾 中 心 可 能 会 在 路 面 上 ， 或 者 高 于 、 
低 于 路 面 。 当 悬 架 侧 倾 中 心 位 于 路 面 、 高 于 路 面 或 者 低 于 路 面 时 ， 和 车 辆 的 侧 倾 中 心 也 相应 地 
位 于 路 面 、 高 于 路 面 或 者 低 于 路 面 。 

例 347” 侧 倾 轴 线 、 侧 倾 高 度 、 侧 倾 扭矩 

汽车 的 前 悬 架 和 后 基 架 都 各 自 存 在 一 个 侧 倾 中 心 ， 这 两 个 中 心 的 高 度 通 常 不 相等 ， 连 接 
前 、 后 侧 倾 中 心 的 直线 是 汽车 的 侧 倾 轴线 ， 汽 车 绕 该 轴 侧 倾 。 汽 车 质心 到 其 侧 倾 轴线 的 垂直 
距离 称 作 侧 倾 高 度 ， 记 作 h.。 图 8. 34 所 示 为 某 汽车 的 侧 倾 轴线 和 侧 倾 高 度 。 汽 车 在 某 一 曲 
线 道路 上 转弯 时 ， 向 心力 忆 = mv ?AR 为 作用 在 质心 处 的 有 效 侧 向 力 ， 该 力 产 生 一 个 对 侧 倾 
中 心 的 侧 倾 扭矩 M,， 即 


























图 8.29 反 向 曲柄 滑 块 机 构 瞬 时 转动 中 心 示 全 


























2 
mv 
M, = eh (8.1) 


一 般 而 言 ， 汽 车 质心 在 其 侧 倾 轴线 之 上 ， 所 以 汽车 会 向 转弯 道路 的 外 侧 倾斜 。 但 是 ， 也 
可 以 通过 对 汽车 惹 架 的 技术 设计 ， 使 汽车 的 侧 倾 轴线 在 其 质心 之 上 。 此 时 ， 汽 车 在 转 论 道路 
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图 8.30 ” 麦 弗 逊 悬 架 系统 及 运动 学 模型 


bs <4— | Ss 
































4 8. 31 ”装备 麦 弗 进 悬 架 系 统 车 辆 的 侧 倾 中 心 
上 行驶 时 ， 会 向 道路 内 侧 倾斜 ， 这 与 舟 船 的 特性 相似 。 如 果 侧 倾 轴 线 通过 汽车 质心 ， 则 汽车 
在 转弯 道路 上 行驶 时 不 发 生 侧 倾 。 

侧 倾 扭矩 与 汽车 侧 倾角 随 侧 倾 高 度 六 和 速度 的 平方 的 增 大 而 增 大 ， 因 此 ， 汽 车 速度 
增 大 为 原来 速度 的 两 倍 后 ， 为 了 保持 相同 的 侧 倾角 ， 需 要 将 侧 倾 高 度 减 小 为 原 侧 倾 高 度 的 四 
分 之 一 。 
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a) 内 侧 侧 倾 中 心 b) 外 侧 侧 倾 中 心 
图 8. 32 ”左前 车 轮 巧 架 运 动 学 模型 








a) 在 路 面 上 
惹 架 侧 倾 中 心 
b) 高 于 路 面 
一 ~。 悬 架 侧 倾 中 心 
c) 低 于 路 面 











“其 加 侧 倾 中 心 





本 








8.33 悬 架 侧 倾 中 心 




















后 侧 倾 中 心 前 侧 倾 中心 














图 8. 34 ”车辆 前 后 侧 倾 中 心 的 连 线 为 侧 倾 轴 





例 348 ” 垂 向 轮胎 接地 印迹 作用 力 
侧 倾 力 和 矩 致使 车 辆 发 生 侧 倾 ， 直 到 与 弹簧 变形 产生 的 力矩 相 平衡 。 在 弹簧 力矩 作用 下 车 
辆 发 生 1rad 或 1° 的 侧 倾 系数 被 称 为 侧 倾 刚度 。 
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M, =k,p (8.2) 
任何 侧 倾角 都 会 导致 车 辆 主 弹 簧 按 比 例 变 形 ， 结 果 就 是 造成 内 侧 轮胎 接地 印迹 处 的 垂 向 
力 减 小 、 外 侧 轮胎 接地 印迹 处 的 垂 向 力 增 大 。 和 车 辆 绕 z 轴 转 向 情况 如 图 8. 35 所 示 。 





























于 
多 
7 
图 8. 35 车辆 绕 z 轴 转 向 情况 
假设 前 后 甚 架 有 相同 的 弹性 刚度 名 且 侧 和 倾 轴线 水 平 ， 则 侧 倾 角 e 为 
M, =2k(b) +b;)9 (8.3) 
车 辆 的 侧 倾 刚度 为 
ks =2k(b) +b,) (8.4) 
代入 式 (8.1) 得 到 
mov? h, my? h, 
7 Rb RC 5 











为 了 减 小 侧 倾 角 ， 需 要 增加 侧 倾 刚度 和 减 小 侧 倾 高 度 六 。 由 于 弹簧 的 弹性 刚度 是 根 
据 车 辆 垂 向 的 平顺 性 设计 的 ， 如 果 需 要 增加 侧 倾 刚度 总 ， 较 为 常用 的 方法 是 安装 横向 稳 
定 杆 。 
如 果 前 后 悬 架 的 弹性 刚度 不 同 ， 则 整 车 的 侧 倾 刚度 为 
ks =FrCo+b)+ACO +0,) (8.6) 
式 中 ,ht 是 前 虞 架 的 刚度 系数 ; 态 是 后 悬 架 的 刚度 系数 。 
假设 前 后 车 轮 的 载荷 在 平衡 位 置 相等 ， 即 


1 5 1 5b 
Fa = mg Fa=7mg— (8.7) 






































w =D +6 (8. 8) 
则 可 以 计算 出 侧 倾 车 辆 的 车 轮 载荷 为 


1 02 1 bl 
Fa=o m8 -Kip Fo = m8 +hbp (8.9) 


2 

轮胎 受到 的 侧 向 作用 力 与 垂 向 载荷 成 正比 。 因 此 ， 当 轮胎 受到 的 垂 向 作用 力 消 失 导 致 侧 

向 作用 力也 消失 后 ， 会 出 现 临 界 侧 倾 角 pg。。 这 是 转向 车 辆 出 现 失 稳 和 侧 翻 的 第 一 步 。 作 为 
所 以 ， 侧 倾角 必须 限制 车 辆 的 侧 倾角 ， 并 使 所 有 的 轮胎 保持 在 地 面 上 。 












































2 kw 02 2 kw bi 人 
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作为 合理 的 近似 ， 可 以 假设 并 计算 临界 侧 倾 角 。 








pe (8.11) 


假设 车 辆 在 如 图 8. 36 所 示 的 倾斜 路 面 转向 ， 路 面 倾斜 角 为 $， 和 车 辆 侧 倾 角 为 op， 左右 
轮胎 下 的 垂 向 力 分 别 为 




















m 


(bscosgb -~hsing) -kbip (8. 12) 


(bicosb +hsing) + kbp (8.13) 


mg 
Ww 

mg 
Ww 








图 8.36 ”车辆 以 侧 倾角 ep 在 倾斜 角 为 $ 的 路 面 转向 











例 349 娘 ” 双 A 形 臂 悬 架 外 倾角 变化 

车 轮 相 对 于 车 体 的 上 下 运动 时 ， 车 轮 会 产生 外 倾角 ， 外 倾角 的 变化 与 悬 架 机 构 有 关 。 图 
8.37 为 双 A 形 臂 悬 架 机 构 的 运动 学 模型 。 
悬 架 机 构 可 等 效 为 把 车 辆 底盘 作为 地 面 机 构 的 四 连 杆 机 构 ， 车 轮 连 接 在 机 构 的 连 杆 点 C 
上 。 可 建立 一 悬 架 机 构 的 局 部 坐标 系 〈*，y) ,x 轴 代 表 地 面 机 构 MN。x 轴 相 对 垂直 方向 有 
固定 角度 0。。 悬 架 机 构 中 上 辟 长 度 为 a， 连 杆 长 度 为 5»， 下 壁 长 度 为 <， 地 面 构 件 长 度 为 4。 
悬 架 机 构 的 位 置 和 形状 取决 于 角 6,，、93 和 64， 所 有 角度 的 测量 都 从 x 轴 的 正方 向 起 始 。 当 
悬 架 处 于 其 平衡 位 置 时 ， 双 A 形 臂 悬 架 所 有 连 杆 相对 * 轴 的 初始 角度 分 别 为 bo、6ao 和 040， 
这 时 的 位 置 为 平衡 位 置 。 

为 了 获得 车 轮 运动 过 程 中 的 外 倾角 ， 需 要 确定 铵 接 角 b 的 变化 ， 可 把 其 作为 垂 向 位 移 z 
和 连 杆 点 C 的 函数 。 

将 @ 作为 参数 ， 可 以 确定 连 杆 点 C 在 悬 架 机 构 局 部 坐标 系 (*，y) 中 的 位 置 (zc，yc ) 
如 下 : 





















































Xe =acos0, +ecos(P -0 +a) (8. 14 ) 
ye =asing, +esin(P ~g+a) (8. 15 ) 
式 中 
sing0 
dg = arctan 2 (8.16) 


d — acos0, 
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N 
Pod i 
0, 2 ee 
由 
图 8.37 双 A 形 臂 悬 架 机 构 运 动 学 模型 
7 77 PE 
p = arctan 要 2 二 A (8.17) 
f= Va +d? -2ad cosb， (8.18) 
连 杆 点 的 位 置 向 量 wc 为 
Uc =xct + ye] (8.19) 
轮胎 位 移 在 z 方 向 上 的 单位 向 量 为 
u, = — cosOot — singo (8. 20) 
因此 ， 在 xc 和 yc 之 间 的 位 移 为 
z =UC u, 
= —xe cosOo -yc sinOo (8.21) 
连 杆 点 C 的 初始 坐标 点 和 初始 值 分 别 为 
xco =Qcosg20 +ecos(po -qo +a) (8. 22 ) 
yco =asing2o +esin(Po ~ go +a) (8.23) 
20 = —XcocosOo -ycosinOo (8.24) 
因此 ， 可 以 计算 出 车 轮 中 心 的 垂直 位 移 为 
h=z-2zo (8.25) 
连 杆 构件 相对 于 垂直 方向 的 初始 角度 为 9 -93o ， 因 此 车 轮 外 倾角 为 
y=(00 -所 ) -(0 -00) =030 一 所 (8.26) 
连 杆 构件 相对 于 x 轴 方 向 的 角度 等 于 
03 =2arctan -E+ -4DF (8.27) 
式 中 
D=Js -J +(1+.)cos0, (8.28) 
EF= -2sing, (8. 29) 
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F=/s +J1-(l1-.]) cos0,» (8. 30) 
且 
d d a -b+c +d? 
人 =. /= 2ac 
d ey, my 
/4 = .15 = Fp (8.31) 


代入 式 (8.26) 和 式 (8.27)， 消 除 式 (8.26) 和 式 (8.21) 中 的 9, 后， 可 以 获得 车 
重 向 运动 和 车 轮 外 倾角 y 之 间 的 相对 关系 。 
例 350 友 ”外 倾角 和 车 轮 跳动 
双 A 形 臂 悬 架 机 构 如 图 8.37 所 示 。 等 效 运动 学 模型 各 构件 尺寸 如 下 : 
a=22.4cm =22.1cm c=27.3cm 


























d=17.4cm 0 =24.3° (8. 32) 
连 杆 点 C 位 置 为 
e=14.8cm a&=54.8° (8. 33) 
假如 在 平衡 位 置 9, 的 角度 为 
0 =:121..5° (8.34) 
则 其 他 连 杆 的 初始 角度 为 
030 =18. 36。 
040 =107. 32° (8.35) 


在 平衡 位 置 时 ， 连 杆 点 的 位 置 为 
xco = —7.417em 
yco =33. 20cm 
z0 = —6.929cm (8. 36) 
可 以 通过 变化 参数 9, 来 计算 hh 和 y。 图 8. 38 所 示 为 作为 h 外 倾角 的 变化 情况 。 轮 胎 
垂 向 位 移 刀 与 0、b 、b 的 对 应 关系 分 别 如 图 8.39 ~ 图 8.41 所 示 。 图 8. 42 所 示 为 上 辟 角 
度 变化 9, - 9 与 外 倾角 y 的 变化 关系 。 










<=22.4cm 
2=22.1cm 
c=27.3cm 
d=17.4cm 
e=14.8cm 


Bo=24.3 
-3] oo=121.3 
a=58.8" 
-10 
8 6 4 2 0 2 4 6 











图 8.38 轮胎 中 心 垂 向 位 移 尹 与 外 倾角 7 的 函数 关系 
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10 
a=22.4cm 
b=22.1cm 
5 c=27.3cm 
d=17.4cm 





e=14.8cm 














5 0 
00=24,3° 
-5 O20=121.5° 
C=58.8” 
-10 a 全。 
100 110 120 130 140 
2 人 (>) 
图 8.39 轮胎 中 心 垂 向 位 移 几 与 9, 的 函数 关系 
10- 
a=22.4cm 
pb=22.1cm 
5] c=27.3cm 
d=17.4cm 






e=14.8cm 

















5 0 
00=24.3" 
-$51 0»0=121.5° 
a=58.8" 
10 EC | 
14 16 18 20 22 24 26 
6/(°) 
图 8.40 轮胎 中 心 垂 向 位 移 有 与 9， 的 函数 关系 
10- 
=22.4cm 
] b=22.1cm 
5 c=27.3cm 
d=17.4cm 
e=14.8cm 
= 
5 0 
00=24.3” 
.9 O20=121.5° 
Qa=58.8” 
-10 T T 
90 100 110 120 


Ol(°) 





图 8.41 轮胎 中 心 垂 疝 位 移 有 与 04 的 函数 关系 


对 于 这 种 悬 架 机 构 ， 和 车轮 在 向 上 跳动 时 获得 一 个 正 向 外 倾角 ， 向 下 回 弹 时 获得 一 个 负 问 
外 倾角 。 该 机 构 如 图 8. 43 所 示 ， 当 车 轮 处 于 平衡 位 置 时 ， 具 有 正 向 或 负 向 的 位 移 。 
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20] qa=22.4cm 
b=22.1cm 
c=27.3cm 

1 d=17.4cm 

人 e=14.8cm 
SS 0 
Ee 00=24.3° 

一 10 -J 

O20=121.5° 
CQ=S8.8” 
一 0 
8 6 4 2 0 2 4 6 


Y/(°) 
图 8.42 ”上臂 角度 变化 9, - bo 与 外 倾角 7 的 变化 关系 


-7 





a) 向 上 跳动 





























8.4 文 汽车 轮胎 相关 角 
有 四 个 主要 的 车 轮 定 位 参数 影响 车 辆 动力 学 : 车 轮 束 角 、 前 后 倾角 、 侧 倾角 和 推力 角 。 
8.4.1 娘 ” 束 角 


当 一 对 车 轮 被 设置 成 前 边缘 指向 彼此 时 ， 称 为 车 轮 前 束 ; 一 对 车 轮 被 设置 成 前 边缘 远离 
彼此 时 ， 称 为 车 轮 后 束 。 和 车辆 前 轮 的 前 束 和 后 束 结构 如 图 8. 44 所 示 。 








/二 
Ss 
Es 
和 


| 1 


和 
风光 


前 束 中 位 后 位 


和 8. 44 ”车 辆 前 轮 前 束 、 中 位 、 后 束 示意 图 





















































可 以 用 两 侧 车 轮 不 平行 的 角度 来 表示 车 轮 的 束 角 。 但 在 实际 中 ， 通 常用 两 侧 车 轮 前 缘 和 
后 缘 轨 迹 的 宽度 差 来 测量 车 轮 的 前 束 或 后 束 。 和 车轮 约 束 的 设置 主要 影响 车 辆 的 三 个 性 能 : 轮 
胎 磨损 ， 直 线 稳定 性 和 转向 控制 。 

为 了 将 轮胎 磨损 和 功率 损耗 降 至 最 低 ， 当 和 车辆 直线 行驶 时 ， 位 于 车 轴 上 的 车 轮 应 居中 并 
朝向 正 前 方 。 过 度 的 前 束 会 加 速 轮胎 外 缘 的 磨损 ， 同 样 过 度 的 后 束 会 加 速 轮胎 内 缘 的 磨损 。 

前 束 能 够 增加 车 辆 的 方向 稳定 性 ， 后 束 能 够 提高 车 辆 的 转向 响应 。 因 此 ， 设 置 前 束 会 导 
致 车 辆 转向 性 能 减弱 ， 后 束 会 导致 车 辆 行驶 不 稳定 。 其 最 终结 果 就 是 ， 在 前 轮 上 多 数 乘 用 车 
辆 会 设 定 较 小 角度 的 前 束 ， 赛 车 会 设 定 较 小 角度 的 后 束 。 

对 于 四 轮 独 立 悬 架 车 辆 ， 在 后 轮 上 也 会 设置 车 轮 前 束 或 后 束 。 后 轮 的 车 轮 前 束 或 后 束 对 
车 辆 轮胎 磨损 、 方 向 稳定 性 和 转向 性 能 的 影响 与 前 轮 车 轮 前 束 或 后 束 的 影响 相同 。 然 而 ， 由 
于 过 度 的 不 稳定 ， 通 常 在 赛车 上 不 设置 后 轮 的 后 束 。 

当 驱 动力 矩 作用 在 车 轮 上 时 ， 推 动车 轮 前 进 并 且 试图 产生 前 束 。 男 外 ， 在 道路 上 行驶 
时 ， 非 驱动 轮 或 制 动 轮 会 趋向 于 产生 后 束 。 

例 351 前 束 和 方向 稳定 性 

车 轮 前 束 或 后 束 的 设置 会 对 车 辆 方向 稳定 性 产生 影响 。 当 转向 盘 届 中 时 ， 前 束 会 导致 车 
轮 沿 着 车 辆 前 方 两 轮 相 交 的 轨迹 运动 。 如 果 两 轮 的 倾角 相同 ， 作 用 在 车 轮 上 的 横向 力也 就 相 
等 ， 车 辆 就 不 会 发 生 偏 转 。 设 置 前 束 能 够 提高 微小 的 转向 扰动 时 车 辆 的 方向 稳定 性 ， 确 保 车 
辆 沿 直线 行驶 。 转 向 扰动 一 般 由 路 面 激励 、 风 、 道 路 倾斜 角度 、 转 向 冲击 等 作用 引起 。 以 左 
侧 车 轮 为 例 ， 微 小 的 转向 扰动 导致 左 侧 车 轮 的 方向 角 和 横向 作用 力 增 加 ， 同 时 使 右 侧 车 轮 的 
方向 角 和 横向 作用 力 减 小 ， 从 而 产生 与 扰动 方向 相反 的 向 右 的 侧 向 合力 。 

如 果 和 车辆 设置 了 后 束 ， 前 轮 居中 时 ， 轻 微 的 扰动 就 会 导致 前 轮 出 现 方 向 波动 造成 转向 。 
因此 ， 后 束 是 促进 转向 ， 前 束 则 作用 相反 。 后 束 使 转向 更 加 迅速 ， 因 此 可 应 用 在 车 辆 上 以 求 
获得 更 快 的 转向 响应 。 车 轮 前 束 或 后 束 用 来 设 定 某 些 专用 车 辆 ， 在 前 束 提供 的 方向 稳定 性 和 
后 束 提供 的 转向 快速 响应 之 间 获 得 相应 的 平衡 。 车 轮 后 束 不 适合 于 民用 车 辆 ， 而 赛车 手 更 喜 
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好 车 辆 具有 较 小 的 行驶 稳定 性 ， 以 便 更 好 的 实现 快速 转向 。 所 以 ， 民 用 车 辆 一 般 设 置 前 束 ， 
而 赛车 通常 设置 后 束 。 

例 352 前 后 轴 的 前 束 与 后 束 性 能 

前 轮 前 束 : 较 慢 的 转向 响应 ， 较 好 的 直线 行驶 稳定 性 ， 轮 胎 外 缘 麻 损 较 大 。 

前 轮 无 约束 : 转向 响应 中 等 ， 动 力 损失 最 小 ， 轮 胎 磨 损 最 少 。 

前 轮 后 束 : 较 快 的 转向 响应 ， 较 低 的 直线 行驶 稳定 性 ， 轮 胎 内 缘 麻 损 较 大 。 

后 轮 前 束 : 直线 行驶 稳定 ， 较 好 的 出 弯 牵 引 能 力 ， 更 好 的 操控 性 能 ， 更 高 的 最 高 车 速 。 
8.4.2 文 ” 主 销 后 倾角 

从 y 轴 方 向 看 ， 主 销 倾角 是 转向 轴 相 对 于 垂直 位 置身 前 或 向 后 倾斜 的 角度 ， 转 向 轴 是 车 
辆 转向 时 车 轮转 动 所 围绕 的 轴线 。 假 定 车 轮 正 直 向 前 ， 车 轮 的 支架 与 车 体 框架 重合 ， 如 果 转 


向 轴线 绕 车 轮 yw 轴 方 向 转动 ， 则 车 轮 有 前 倾角 ; 如果 转 向 轴线 绕 车 轮 yv 轴 负 方向 转动 ， 则 
车 轮 有 后 倾角 。 前 轮 的 前 、 后 倾角 结构 如 图 8. 45 所 示 。 
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后 倾角 前 倾角 

















图 8.45 车辆 前 轮 后 倾角 、 前 倾角 示意 图 








后 倾角 能 够 辅助 转向 轮 在 转向 时 绕 回 定 的 中 心 转动 ， 并 且 在 转向 结束 后 使 前 轮 迅速 回 
正 。 多 数 民用 车 辆 都 具有 4 ~6° 的 后 倾角 。 在 车 辆 行驶 时 ， 后 倾角 使 车 轮 能 够 自动 回 正 ， 从 
而 进一步 提高 车 辆 的 直线 行驶 稳定 性 。 

例 353 ”购物 推 车 的 后 倾角 

购物 推 车 的 转向 轴 设 置 在 前 轮 ， 车 轮 与 地 面相 接触 。 当 推 车 向 前 行驶 时 ， 转 向 轴线 
向 后 拖 搜 车 轮 ， 再 加 上 地 面 对 车 轮 的 阻力 ， 车 轮 直接 落后 于 转向 轴线 。 如 果 在 后 倾角 
较 小 的 情况 下 ， 使 车 轮 跟 随 转 向 轴线 运动 的 力 与 转向 轴线 和 车轮 与 地 面 接触 点 之 间 的 
距离 成 正比 。 这 个 距离 被 视 为 拖 搜 距离 。 推 车 的 转向 轴线 与 地 面 在 轮胎 接地 印迹 前 一 
点 相交 ， 同 样 的 效果 通过 设置 购物 推 车 的 后 倾角 也 可 实现 。 当 采用 更 大 的 后 倾角 提高 
直线 行驶 稳定 性 后 ， 会 进一步 导致 转向 困难 。 

例 354 前 轴 后 倾角 的 特性 

无 倾角 : 入 弯 转 向 容易 ， 出 弯 转 向 不 易 ， 直 线 行驶 稳定 性 较 低 。 

后 倾角 : 入 弯 转 向 不 易 ， 出 弯 转 向 容易 ， 直 线 行驶 稳定 性 较 高 ， 转 向 时 轮胎 与 地 面 接触 
面 较 大 ， 转 向 操纵 感 良 好 。 

当 具 有 后 倾角 的 车 轮 相 对 转向 轴 转 动 时 ， 车 轮 还 会 获得 外 倾角 。 外 倾角 通常 有 利于 车 辆 
转向 。 






























































8 悬 架 机 构 377 





8.4.3 文 ”车轮 外 倾角 


侧 向 倾角 是 车 轮 绕 * 轴 方 向 相对 于 地 面 垂 直线 偏转 的 角度 。 图 8. 46 所 示 是 车 辆 的 1 号 
车 轮 ， 如 果 车 轮 平面 绕 * 轴 偏 转 并 向 车 体 一 侧 倾斜 ， 称 为 内 倾角 ; 外 倾角 是 车 轮 平面 绕 x 轴 
的 负 向 日 革 。 
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内 倾角 














图 8. 46 “车辆 前 轮 内 倾角 、 外 倾角 示意 图 


























作用 在 车 轮 上 的 偏转 力 高 度 依赖 于 其 相对 于 路 面 的 偏转 角度 ， 因此， 车 轮 侧 倾角 对 控制 
车 辆 在 道路 上 行驶 有 着 重大 的 影响 。 当 车 轮 有 很 小 的 侧 倾角 时 就 会 产生 相当 大 的 横向 作用 
力 ， 这 一 情况 就 是 侧 倾角 作用 的 结果 ， 轮 胎 与 路 面 接触 面 上 橡胶 受 挤 压 变 形 而 产 生 横向 作 
用 力 。 

为 优化 轮胎 转向 时 的 性 能 ， 应 在 悬 架 的 旋转 方向 上 设置 轻微 的 侧 倾角 。 当 在 转向 时 车 体 
发 生 旋转 ,用 架 也 会 偏离 垂直 位 置 。 车 轮 通 过 最 架 机 构 连 接 在 底盘 上 ， 乃 架 机 构 必须 能 够 旋 
转 以 便 使 车 轮 偶 转 。 因 此 ， 和 车轮 的 侧 倾角 能 够 随 着 悬 架 机 构 的 上 下 跳动 发 生 大 幅度 的 变化 ， 
车 轮 偶 离 静 平 衡 位 置 越 远 ， 要 保持 理想 的 侧 倾角 就 越 困难。 为 了 给 乘 用 车 提供 良好 的 平顺 
性 ， 车 辆 需要 具有 相对 大 的 车 轮 跳 动 行程 和 小 的 扭转 刚度 。 因 此 ， 在 悬 架 设计 时 ， 对 于 采用 
较 小 车 轮 跳动 行程 和 大 的 扭转 刚度 的 赛车 ， 如 何 获得 一 个 理想 的 侧 倾 角 是 一 项 艰巨 的 挑战 。 

例 355 主 销 后 倾角 与 侧 倾 角 

侧 倾角 不 能 够 像 后 倾角 那样 改善 车 辆 进入 弯 道 转向 的 性 能 ， 一 般 情况 下 也 不 能 够 减 小 轮 
胎 的 磨损 ， 不 能 够 提高 车 辆 直线 行驶 稳定 性 ， 对 车 辆 的 制 动 和 加 速 性 能 也 不 利 。 

例 356 侧 倾 角 与 侧 偏 角 

汽车 通常 通过 侧 偏 角 来 提供 车 辆 转向 时 所 需要 的 侧 向 力 ， 而 自行 车 通常 是 通过 侧 倾 角 来 
提供 转向 时 所 需要 的 侧 向 力 。 因 为 在 转向 产生 相同 侧 向 力 情况 下 ， 需 要 的 侧 倾角 是 侧 偏 角 的 
10 倍 。 转 弯 中 的 自行 车 侧 倾 可 以 很 容易 被 观察 到 ， 但 是 侧 侦 角 却 很 难 观测 。 


8.4.4 文 ”推力 角 
推力 角 " 是 车 辆 的 中 心 线 和 后 轴 垂 线 之 间 的 夹 角 ， 方 向 是 由 后 轴 与 车 辆 中 心 线 来 决定 。 



























































































































































378 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





一 个 非 0 的 推力 角 结 构 如 图 8.47 





所 示 。 


当 推力 角 为 0" 时 ， 后 桥 与 前 桥 平 
行 ， 车 辆 两 侧 轴 距 相等 。 当 推力 角 非 





0°* 时 ,车 桥 两 侧 车 轮 的 前 束 或 后 束 角 


度 将 不 相同 。 
例 357 转 矩 啊 应 
后 驱车 辆 具有 两 种 转 矩 响应 














: 第 


一 种 响应 是 村 过 与 关 加 仙人 上 稚 








旋转 方向 相反 ; 第 二 种 响应 是 桥 充 


向 相反 。 


第 一 种 响应 导致 差 速 器 中 产生 由 
弹簧 压缩 引起 的 升力 。 第 二 种 响应 导 





致 在 右 侧 车 轮 产 生 升 力 。 
8.5 悬 架 要 求 和 坐标 系 








推力 角 | 


LE 











图 8.47 推力 角 





悬 架 机 构 应 允许 车 轮 与 车 体 之 间 发 生 相 对 运动 ， 这 一 运动 受到 路 面 不 平和 车 辆 转向 的 影 


啊 。 为 确保 发 挥 正常 的 功能 ， 对 悬 架 机 构 应 有 一 定 的 运动 学 和 动力 学 要 求 。 


8.5.1 运动 学 要 求 


为 了 描述 车 轮 的 运动 ， 可 以 建立 一 个 以 车 轮 中 心 为 坐标 原点 的 直角 坐标 系 W(ox、y、z, ) 。 


假设 车 轮 为 一 刚体 ， 相 对 车 体 具 
有 六 个 自由 度 : 分 别 有 3 个 平 动 
分 量 和 3 个 转动 分 量 ， 如 图 8. 48 
所 示 。 

轴 x,、y 和 zw 分 别 指示 直 
角 坐 标 系 的 前 向 、 横 向 和 垂 向 ， 
分 别 可 治 这 三 个 直角 坐标 轴 方 向 
平移 和 绕 这 三 个 坐标 轴 转 动 。 如 
图 所 示 的 位 置 ， 车轮 绕 x, 轴 的 
转动 为 侧 倾 角 ， 绕 y， 轴 旋转 ， 
绕 z。 的 转动 为 转向 角 。 

对 于 非 转 向 轮 ， 只 存在 沿 zw 
轴 的 平移 和 绕 yw 轴 的 转动 ， 只 
有 两 个 自由 度 。 所 以 ， 需 要 约束 
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7 侧 倾角 








到 8.48 车 轮 相 对 于 车 体 的 6 自 





由 度 模型 











四 个 自由 度 。 如 果 车 轮 可 以 转向 ， 则 有 治 zxv 轴 的 平移 、 绕 yv 轴 的 转动 和 绕 
转运 动 ， 共 三 个 自由 度 。 所 以 ， 对 于 转向 轮 要 约束 三 个 自由 度 。 


非 转 向 轮 和 转向 轮 的 运动 学 模型 分 别 如 图 8.49 和 图 8. 50 所 示 。 提 供 所 需 的 运动 自由 


zw 轴 的 转向 旋 
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8. 5.2 动力 学 要 求 


车 轮 应 该 对 车 辆 起 到 驱动 、 转 
向 和 制 动 作用 。 因 此 ， 甚 架 系 统 必 
须要 将 驱动 的 牵引 力 和 减速 的 制 动 
力 传递 到 车 体 与 地 面 之 间 ， 悬 架 计 
件 还 必须 承载 作用 在 车 辆 上 的 横向 
力 。 所 以 ,车 轮 悬 架 系 统 为 了 约束 
车 轮 的 自由 度 必须 确保 车 轮 为 刚性 
同时 还 需要 一 些 柔 性 元 件 来 限制 未 
受 约束 的 自由 度 。 最 重要 的 元 件 是 
在 z 轴 方向 提供 回 弹 和 阻尼 力 的 弹 
簧 和 减 振 咒 。 


8.5.3 车轮、 车轮 -车身 和 轮胎 坐 
标 系 
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图 8. 49 ” 非 转向 轮 必须 具备 2 个 自由 度 





三 从 
| 5 转向 角 


vy}! 


”yp 转动 角 


图 8.50 ”转向 轮 必须 具备 3 个 自由 度 


通过 三 个 坐标 系 来 表示 轮胎 、 车 轮 相 对 于 和 车辆 的 方位 关系 : 车 轮 坐 标 系 四 ， 车 轮 -车身 
坐标 系 C 和 轮胎 坐标 系 了 。 车 轮 坐标 系 WF(x ,yw ,z) 的 坐标 原点 为 车 轮 中 心 ， 坐 标 系 跟随 车 


轮 平移 和 转动 ， 但 不 能 够 绕 车 轴 旋 转 。 因 此 ，xw。 和 zw 轴 总 
平行 于 车 轴 。 车 轮 坐 标 系 如 图 8. 48 所 示 。 
坐标 系 WW 平行 于 车 辆 坐标 系 ， 


当 车 轮 正直 向 前 时 ， 
的 坐标 原点 为 车 轮 中 心 ， 并 























是 位 于 轮胎 平面 上 ， 而 y, 轴 总 是 


此 时 车 轮 - 车 身 坐 标 系 C(x ，,y。,z.) 


且 平 行 于 车 辆 坐标 轴 。 车 轮 - 车 身 坐标 系 5 相对 车 辆 坐标 系 是 
回 定 的 ， 并 且 不 能 够 跟随 车 轮 有 任何 的 运动 。 
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轮胎 坐标 系 T(x ,yz ) 的 原点 在 轮胎 接地 印迹 中 心 上 ，s 轴 始 终 垂直 于 地 面 ，x, 轴 是 轮胎 平 
面 与 地 面 的 相交 线 。 轮 胎 坐标 系 不 跟随 轮胎 绕 车 轴 旋 转 和 侧 倾 ， 但 是 跟随 转向 角 绕 z 转动 。 
图 8. 51 所 示 为 轮胎 和 和 车轮 坐标 系 。 








人 三 w 
FW w 人 Az 
EY 得 下 平面 
sg yw 
轮胎 平面 
yy 
关 
| 有 
地 面 一 - 和 ~~、 
y 
yy a 
: A 
A 
法 





图 8.51 轮胎 和 车 轮 坐 标 系 示意 图 





例 358 车 轮 、 车轮- 车 身 和 轮胎 坐标 系 
图 8. 52 所 示 为 车 轮 - 车身 坐标 系 C、 轮 胎 坐标 系 7 和 车 轮 坐 标 系 下 之 间 的 相互 位 置 关系 。 
如 果 转 癌 轴 沿 着 二 轴 方 向 ， 那 么 车 轮 绕 zx 轴 的 转角 即 为 转向 角 5， 绕 % 轴 的 转角 为 侧 倾角 y。 


生育 平面 
也 上 si, 
轮胎 平面 (© 
YS 
地 面 i . 7 
yy 
六 
本 六 














妇 8.52 轮胎、 车 轮 和 车 体 坐 标 系 示意 








| 
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一 般 来 说 ， 转 向 轴 可 以 以 任意 角度 通过 地 面 上 的 任意 一 点 。 

例 359 车 轮 对 轮胎 坐标 系 的 变换 

假设 "dy 代表 车 轮 初始 坐标 系 相 对 轮胎 初始 坐标 系 的 位 置 向 量 了， 然后 在 车 轮 坐 标 系 中 
建立 点 己 的 坐标 ， 则 可 通过 下 式 获 得 其 在 轮胎 坐标 系 中 的 坐标 : 


rp =?Ry rp+ dy (8.37) 
假设 "rp 代表 车 轮 坐 标 系 中 点 了 的 位 置 向 量 ， 
Xp 
WE pp (8.38) 
5P 


则 点 己 在 轮胎 坐标 系 中 的 位 置 向 量 "7p 为 
Trp =*Ry"rp+’d 
TR + TR Vd, 
2 
= ypcosy 一 及 siny -zpsiny (8.39) 
Rcosy +zpCosy + ypsiny 

式 中 ,7dw 是 车 轮 坐标 系 相 对 轮胎 坐标 系 的 位 置 向 量 ; Rw 是 轮胎 半径 ;7Rwy 是 从 车 轮 坐 标 系 
四 到 轮胎 坐标 系 了 的 旋转 和 矩阵。 














1 0 0 
TRy= 0 cosy -siny (8.40) 
0 siny cosy 
0 
Wady= 0 (8.41) 
R 


例如 ， 车 轮 中 心 在 车 轮 坐 标 系 下 的 初始 位 置 为 "rp = "ro =0， 则 在 轮胎 坐标 系 的 位 
置 为 了 v。 


0 
mr =7d =TR Wd, = 一 Rusiny (8.42) 
Rcosy 
例 360 太 ”轮胎 对 车 轮 坐 标 系 的 变换 
假设 rp 代表 轮胎 坐标 系 中 点 P 的 位 置 向 量 ， 
VPp 
ee (8.43) 
2p 


则 点 己 在 车 轮 坐标 系 中 的 位 置 向 量 " rp 为 


了。 Wp 了 WW 
rp = Rrrp-7rdy 
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Xp 
三 ypCosy +Zzpsiny 


ZpCosy — R, -ypsiny 


1 0 0 0 
WRi= 0 cosy siny "dr= 0 
0 -siny cosy R, 
在 式 (8.37) 两 端 同时 乘 以 "Rw 得 到 
人 
Vrp= "Rr rp -7dy 


例如 ， 轮 胎 接 地 印迹 中 心 在 车 轮 坐 标 系 中 为 


1 0 0 70 0 
Wrp= 0 cosy -sny 0- 0 = 0 
0 siny cosy 0 R, -RR, 


例 361 文 ”车轮 相对 轮胎 的 齐 次 变换 矩阵 
从 车 轮 坐 标 系 到 轮胎 坐标 系 可 以 通过 一 个 4 x 4 齐 次 变换 矩阵 ?7 完成 ， 











7 7 
R d 
Trp=TTy rp=| | 
Pp wW TP n Pp 
式 中 
1 0 0 0 
rr - 0 cosy -siny 一 及 siny 
” 0 siny cosy Rcosy 
0 0 0 1 
对 应 的 从 轮胎 坐标 系 到 车轮 坐标 系 的 齐 次 变换 矩阵 为 
1 0 0 0 
We WR Wy 0 cosy -siny 0 
Ee 0 1 0 siny cosy -RAR, 








0 0 0 1 
可 以 通过 齐 次 变换 矩阵 的 转 置 法 则 "Ty = ?Tw! 来 进行 检验 。 
TRy el a VR, WRTdy 

0 1 0 1 0 1 
例 362 轮胎 对 车 轮 - 车 身 坐标 系 的 变换 
轮胎 坐标 系 在 车 轮 - 车 身 坐标 系 中 的 初始 位 置 为 cdy。 

0 

cdy = 0 

-RR, 

轮胎 坐标 系 相对 车 轮 - 车 身 坐标 系 可 绕 zc 轴 转 向 ， 相 应 的 变换 矩阵 为 








人 之 








(8. 
(8. 


.44) 


.45) 


46) 
47) 


.48) 


.49) 


.50) 


.51) 


.52) 


.53) 
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cos6 —sin6 0 





CR7 = Sin6 coso 0 (8.54) 
0 0 1 
因此 ， 轮 胎 和 车 轮 - 车 身 坐 标 系 之 间 的 变换 可 以 表示 为 
C.= RT + “dy (8.55) 
也 可 以 通过 章 次 变换 矩阵 “77 
cos06 -sin6 0 0 
cR, cd sin cos6 0 0 
| 人 "| 0 siny 1 -R, Wn 
0 0 0 1 





例如 ， 如 图 8. 53 所 示 在 车 轮 - 车 身 坐 标 系 中 的 一 点 已 ， 其 位 置 是 在 转向 角 为 负 的 轮胎 
表面 上 ， 为 





cog -6 -sn-6 0 0 R, R,, cos6 
他 二 的 站 sin 一 cog -6 0 0 0 —R, sind (8.57) 
0 0 1 -RR, R, 0 
0 0 0 1 1 


从 轮胎 坐标 系 到 车 轮 - 车 身 坐 标 系 的 齐 次 变换 矩阵 Te 为 
C C = CpT CpTC CpT 也 

TT _Cm-l Rr dr 加 Rr -Rr‘dy 本 Rr -cdr 

| | 





(8.58) 
0 1 0 1 1 
cos6 sin6 0 0 
-Sin6 cos6 0 0 
~” 0 0 1 R 
0 0 0 1 
例 363 文 ” 摆 线 和 
假设 图 8. 53 中 的 车 轮 以 角速度 下 
w 转 动 ， 并 且 与 地 面 之 间 无 滑 移 。 2 
当 1=0 时 ,点 P 位 于 轮胎 接地 印迹 A 
中 心 ， 即 人 C 
0 
Mr ,= 0 (8.59) t 大 人 
—-R, 直人 交 ， 
在 时 刻 1 可 以 通过 另 一 个 坐标 系 WW 、 


M 来 确定 其 在 车 轮 坐标 系 中 的 位 置 。 “ 
坐标 系 M 被 称 为 轮 罗 坐标 系 ， 并 依 7 
附 在 车 轮 中 心 上 。 因 为 车 轮 旋 转 ， 
坐标 系 1 同时 绕 yw 轴 旋 转 ， 所 以 从 
轮 鲍 坐标 系 到 和 车轮 坐标 系 的 旋转 矩阵 为 








图 8.53 转向 轮 的 轮胎 、 车 轮 和 车 轮 - 车 身 坐 标 系 





384 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 (上册 ) ( 原 书 第 2 版 ) 





coswt 0 sinwt 
"Ry= 0 1 0 (8. 60) 
—sinwt 0 coswt 
所 以 点 P 在 车 轮 坐 标 系 中 的 坐标 为 
— R, sintw 
Wi 0 (8.61) 
— Rcostw 
车 轮 中 心 以 速度 v=R,w 运动 ， 在 地 面 坐 标 系 6 中 的 位 置 为 = [vt 0 R,]， 则 点 
P 在 全 域 坐标 系 中 的 坐标 为 





vt R, (wt — sintw ) 











Crp=Wrp+ 0 = 0 (8. 62) 
R, R, (1 -costw) 
点 已 在 (X，Z) 平面 上 的 运动 ee 
轨迹 可 以 通过 消除 和 坐标 之 间 的 。 了 RT 
;来 获得 。 可 以 更 加 方便 地 通过 参数 | 
wt 描述 这 一 运动 轨迹 ， 并 且 把 其 称 为 | mK SS ， 
摆 线 ， | i 
在 一 般 情况 下 ,点 可 以 在 距 轮 。 z > 
辆 坐标 系 中 心 任意 距离 的 位 置 。 如 果 “| 会 人 窗 
点 与 中 心 的 距离 4 关 R,， 则 它 的 运 ~ 史 外 
动 轨迹 被 称 为 次 摆 线 。 当 4 <R, 时 ， > 
被 称 为 短 幅 摆 线 ， 当 4 > R, 时 被 称 为 。 z i 
长 幅 摆 线 。 图 8. 54a ~c 所 示 分 别 为 摆 人 AAA 会 
线 、 短 幅 摆 线 和 长 幅 摆 线 。 i 号 < o 
例 364 太 ”车 轮 对 车 轮 - 车 身 坐 | EE 
标 系 的 变换 | 图 8 54 ， 摆 线 、 短 幅 栅 线 和 长 帆 摆 线 
从 和 车轮 坐标 系 到 车 轮 - 车 身 坐 标 
系 的 齐 次 变换 矩阵 "7w 可 以 通过 组 合 
变换 矩阵 获得 
cos6 -sin6 0 0 1 0 0 0 
7 De sin6 cos6 0 0 0 cosy -siny -R,siny 
i 0 0 1 -R, 0 siny cosy Rcosy hg 
0 0 0 1 0 0 0 1 
cos6 -cosysind sinysin6 有 sinysin 6 
-Sin6 cosycos6 -cos6siny —R,cos6siny 
0 siny Cosy Rcosy 一 民 ， 
0 0 0 1 





假设 代表 车 轮 坐 标 系 中 点 P 了 的 位 置 向 量 
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Y7rp= yp (8. 64 ) 


2Pp 
则 点 了 在 车 轮 -车身 坐标 系 中 的 齐 次 位 置 向 量 为 


XpCcos6 — ypcosysind + (R, +zp)sinysin 6 














xpsind + ypcosycosd — (R, +zp)cosOsiny 





Gr, = Ty Wr, = (8. 65 
WA —R, +(R, +zp)cosy +ypsiny ) 
1 
车 轮 中 心 的 位 置 为 r=0， 对 于 侧 倾 和 转向 轮 来 说 ， 在 车 轮 -车身 坐标 系 中 的 位 置 为 
Rsinysind 
cr -cy 呆 - — Rcos6siny (8. 66) 
—R, (1 -cosy) 
1 


zc =Ruvow(cosy -1) 表 示 车 轮 侧 倾 时 车 轮 中 心 高 度 的 下 降 量 。 
假如 车 轮 不 是 转向 轮 ， 则 5=0， 变 换 和 矩阵 “Tw 可 以 简化 为 


1 0 0 0 
pk 0 cosy -siny — Rsiny 
i (8.67) 
0 siny cosy Rw(cosy—-1) 
0 0 0 1 
位 置 向 量 cr 为 
XP 
: ypcosy — Rsiny -zpsin 
Ce TE (8. 68) 
zpCosy +Ypsiny + R,(cosy -1) 
1 


例 365 丸 ”轮胎 对 车 辆 坐标 系 的 变换 

图 8.55 所 示 的 是 一 辆 4 轮 车 辆 的 第 1 和 第 4 轮胎 。 以 车 辆 的 质心 C 为 原点 建立 车 身 坐 
标 系 B(x, y, z) ， 另 外 分 别 以 轮胎 1 和 轮胎 4 的 轮胎 接地 印迹 中 心 为 原点 建立 两 个 轮胎 坐标 
系 嫉 (zy YZ) 和 Ty (X,Y zi,)o 

轮胎 坐标 系 71 的 原点 位 置 在 ?di 








Cl 
dr = 0b (8.69) 
-hh 
式 中 ，ai 为 C 与 前 轴 之 间 的 纵向 距离 ; 5b1 为 C 与 轮胎 1 的 接地 印迹 中 心 之 间 的 横向 距离 ; 记 
为 质心 C 距 地 面 的 高 度 。 如 果 P 是 轮胎 坐标 系 在 "rp 位 置 上 的 点 
XP 
Trp= yp (8. 70) 

















2P 
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区 zt 
x 4 Se ee tm 
"x a KR MW . 
PC C | 
ql 入 =14 @ 
ji { 发 
NX i 
万 和 “全 
有 本 
> 
这 


图 8.55 4 轮 车 辆 第 1 和 第 4 轮胎 相对 车 身 坐标 系 的 轮胎 坐标 系 








则 它 在 车 身 坐 标 系 中 的 坐标 为 


XpCcosO1 一 YpSin0i + al 











By, = 2Rr Tirp + ed7， = ypcos61 +XYpsin6i +DOI (8.71) 
zp 一 hh 
变换 矩阵 是 车 轮 绕 轴 转 向 的 结果 
cos6! -sin6! 0 
SRr = sin6 cos6! 0 (8.72) 
0 0 1 
代入 式 (8.37) ， 可 以 检验 在 "rp 位 置 的 车 轮 上 的 点 P 
XP 
Wy = Yp (8. 73) 
AP 


并 且 在 车 身 坐 标 系 中 获得 该 点 


上 








B _B 了 B 
rp = Rr rp+ dr 


=?Ry (TRy rp+ Nidy) + "dy 
=2R7 Ry rp+ Rr dy + dr 
=*Ry rp + Rr "dy + dr (8.74) 
XpCcos61 — ypcosysind! + (R, +zp)sinysind +ail 
Brp= Xpsindl +Yypcosycos6l - (R, +zp)cos61siny +b1 (8.75) 
(R, +zp)cosy +ypsiny —h 
式 中 
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cosO1  —cosysindl sinysin6i 
2Ry = SR NRy= sin6| cosycos6| -cos6lsiny (8.76) 
0 siny COST/ 
0 
dy = 一 人 siny (8.77) 
Rcosy 


例 366 太 ”车轮 -车 喘 对 车 辆 坐标 系 的 变换 
车 轮 - 车 身 坐 标 系 始终 与 车 辆 坐标 系 相 互 平行 ， 第 1 号 车 轮 在 车 轮 -车 映 坐 标 系 的 初始 
位 置 在 


Ql 
dm 三 bi (8.78) 
—-h+R, 
因此 ， 两 者 坐标 系 之 间 的 变换 只 是 一 个 位 移 。 
Sr= Ty r+ dy (8.79) 


8.6 文 ” 主 销 后 倾角 原理 


一 个 车 轮 的 转向 轴 相 对 于 车 轮 - 车 身 坐 标 系 ， 可 以 有 任意 角度 和 任意 位 置 。 车 轮 -车 映 
坐标 系 C(x。， ye， 2 ) 原点 在 静止 位 置 的 车 轮 中 心 ， 并 且 平 行 于 车 辆 坐标 系 。 坐 标 系 C 不 跟 
随 车 轮 发 生 任何 的 运动 ， 转 向 轴 是 车 轮 进行 转向 的 中 心 轴 。 

图 8. 56 所 示 为 一 车 轮 和 其 转向 轴 的 前 视 和 侧 视 图 。 转 向 轴 在 (y。，z。) 平面 有 倾角 0， 
在 (x。，z。) 平面 有 倾角 p。0 是 主 销 内 倾角 ，9 是 车 轮 的 主 销 后 倾角 。 图 8. 56 所 示 的 车 轮 
转向 轴 处 于 正 向 的 主 销 后 倾角 和 内 倾 朋 。 在 车 轮 - 车 身 坐 标 系 中 转向 轴 与 地 面 交 汇 点 的 坐标 
为 (s4, 56， -RR,)。 





























转向 轴 






转向 轴 si 





前 视图 后 视图 
图 8.56 车 轮 及 其 转向 轴 的 前 视图 和 侧 视 图 





























如 果 采 用 单位 向 量 来 表示 转向 轴 ， 则 w 为 主 销 后 倾角 和 内 倾角 的 函数 。 
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ui cosOsing 
，、 1 
Cu= wu, = 3 Cospsing (8.80) 
cos op + cos Osin’ op 
103 cosQcosp 











& 与 地 面相 交 交 点 的 位 置 向 量 为 s， 其 在 车 轮 - 车 身 坐 标 系 中 的 坐标 为 


Cs= 5 (8.81) 


可 以 通过 一 个 零 螺 距 的 螺旋 运动 * 来 表示 车 轮 绕 转向 轴 的 转动 。 
CRy | CR cay 
0 1 ‘lo 1 
证 明 : 在 车 轮 - 车 身 坐 标 系 中 ， 转 向 轴 即 为 主 销 后 倾角 平面 wc 与 内 倾角 平面 wi 的 交 
线 。 两 平面 可 以 通过 各 自 的 法 向 单位 向 量 nl 入 来 表示 。 
0 
Cn = cosO (8. 83) 


sin0 


CTy= C3wy(0, 6, t, §) = (8. 82) 




















— Cos@p 
Ciy= 0 (8. 84) 


singp 


位 于 主 销 后 倾角 与 内 倾角 平面 交 线 的 单位 向 量 可 以 表示 为 
de (8. 85) 


| Xn | 














式 中 
cosOsinp 
ni X7a = -cospsing (8.86) 


cosQcosp 





ni x | = Veos’p +cos“gsin2op (8. 87 ) 
因此 得 到 


cosgOsing 








cos2p + cos Osin’p 


一 CosSOSingO0 
0 (8. 88) 


2 ep 
cos’ p+cos’ Osin op 








CoSOcoso 








cos2p + cos2gsin2op 


转向 轴 除 了 会 随 着 车 轮 发 生 在 z 轴 方 向 的 跳动 外 ， 不 再 伴随 车 轮 发 生 任何 运动 。 因 此 ， 
可 以 假设 转向 轴 是 一 条 相对 车 辆 位 置 固定 的 轴线 ， 转 向 角 8 绕 之 转动 。 
通过 转向 轴 与 地 面 平面 的 交点 可 定义 主 销 俩 移 距 向 量 8。 
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Cs= 8 (8. 89) 
-RR, 
式 中 的 s。 和 $s 分 别 表示 正 向 和 横向 偏 移 距 。 
利用 绕 转向 轴 的 旋转 运动 (4, 6) 和 偏 移 距 向 量 s， 可 以 把 车 轮 的 转向 运动 定义 为 一 个 
零 螺 距 的 螺旋 运动 *。 代 入 式 (5.460) ~ 式 (5.464) ， 可 以 得 到 从 车 轮 坐 标 系 WW 到 车 轮 - 
车 身 坐 标 系 C 的 螺旋 变换 。 

















CRy | CRy 








CTy= CSw(0, 6, t, §) = ; 人 (8. 90) 
CRw = Tcos8 +UULIversS + Usin6 (8.91) 
Cdy=[(T-uu')versd -usin6]9s (8.92) 
0 -uy w 
R= us 0 -ul (8.93) 
uy ul 0 
vers6 =1 — cos8 (8. 94) 
直接 替换 后 得 到 5Rj 和 “dyy 
ufvers6 +cos6 ul uversd -ussind ul uaversd + wu,sind 
CR = ulusvers6 + ussind uvers6 + cos8 ~ uu, uaversd — uisinO (8.95) 
ul uaversO — ussind uuavers6 +uisin8 usversd +cos6 
[si —ur (ss3Uu3+sU +sS1U1) | vers6 + (syu3 —s3us) sin6 
Cdy= [sy—u (sa3u3 +s2U +S1U1)] versse+ (sa3ul -siu3) sin6 (8.96) 


[s3 —u3 (Sa3u3 +suy +sS1u1) ] vers8e+ (sius -su1) sind 
向 量 “dv 表示 车 轮 中 心 相对 于 车 轮 - 车 身 坐 标 系 的 位 置 。 当 车 轮 以 转向 角 8 绕 转向 轴 芭 
转向 时 ,“7w 为 车 轮 坐 标 系 WW 到 车 轮 - 车 身 坐 标 系 C 的 齐 次 变换 矩阵 。 
例 367 女 ” 零 转 向 角 
可 以 采用 零 转向 时 的 情况 来 验证 螺旋 变换 ， 代 入 5=0， 将 旋转 矩阵 “Ry 和 位 置 向 量 “dw 
分 别 简 化 成 为 T 和 0。 





1 0 0 0 
CcRy= 0 1 0 ‘dy= 0 (8.97) 
0 0 1 0 


这 说 明 在 零 转 向 时 ， 车 轮 坐 标 系 和 车 轮 - 车 身 坐 标 系 的 运动 一 致 。 

例 368 文 ” 主 销 内 倾角 和 主 销 后 倾角 为 0 时 的 转向 角 变 换 

如 果 一 个 车 轮 的 转向 轴 与 z, 轴 一 致 ， 这 样 车 轮 就 没有 主 销 倾 朋 和 侧 倾角 。 当 车 轮 以 角 8 
转向 时 ， 可 通过 和 矩阵 变换 的 方法 获得 车 轮 上 一 点 了 在 车 轮 - 车身 坐标 系 中 的 坐标 。 图 8. 57a 
是 车 轮 的 三 维 视图 ， 图 8. 57b 是 车 轮 的 俯视 图 。 

假设 "rp = [xv， yw， zs] 是 车 轮 上 一 点 的 位 置 向 量 ， 则 该 向 量 在 车 轮 - 车 身 坐 标 系 C 中 
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2 Nw Xt A 
Ww 
人 和 6 





转向 角 


a) 车 轮 三 维 视图 b) 车 轮 俯视 图 
图 8.57 车 轮 绕 z, 轴 以 角 8 转向 








‘rp = "Ry rp= Rs rp 
CoS0 —sin6 0 Xvw 
= sin cosd 0 yw 
0 0 1 oz, 
XwCcosO — ysind 
= ywcos6 +x,sind (8.98) 


Z 


Ww 


假设 车 轮 - 车身 坐 标 系 的 原点 在 车 轮 中 心 上 ， 并 且 与 车 辆 坐标 系 平行 。 因 此 ， 从 车 轮 坐 
标 系 下 到 和 车轮- 车身 坐 标 系 C 的 变换 ， 就 是 绕 车 轮 - 车 身 的 z 轴 转 动 一 个 5 角 。 当 主 销 内 倾 
角 和 主 销 后 倾角 为 0， 并 且 转 向 轴 为 z, 轴 时 ， 也 不 存在 车 轮 的 外 倾角 。 

例 369 太 零 主 销 内 倾角 ， 零 侧 向 偏 移 距 

零 主 销 内 倾角 (9 =0) 和 和 零 侧 向 偶 移 距 〈s, =0) 状态 ， 对 于 汽车 自行 车 模型 主 销 后 倾 
角 的 动力 学 非常 重要 。 这 种 情况 下 的 螺旋 变换 将 简化 为 



































Wi sing Sa 
Cu= wu, = 0 Cs= 0 (8.99) 
U3 COSO -RR, 
sin2pvers8 +cos6 —cospsin8 sinpcospvers6 
CRy = cospsind cos6 — singsind (8. 100) 


sinpcospvers6 sinpsin8 cos pversd + cos6 
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cosp (sscosp + R,sing ) vers6 
cq - — (su,cosp +R,sing) sin6 (8. 101) 
一 3( R, -Rcos29 + s,sin2g) vers6 
例 370 太 ”轮胎 接地 印迹 位 置 
在 车 轮 坐 标 系 中 轮胎 接地 印迹 中 心 位 于 rr 
0 
rrr= 0 (8. 102) 
Es RA, 
如 果 假 设 轮胎 宽度 为 0， 并 且 车 轮 已 经 转向 ， 则 轮胎 接地 印迹 中 心 将 位 于 
XT 


Ch, ECT WW, 
rr=°“Ty rr= Yr 
































(8. 103) 
27 
式 中 
xr=(1 -ui)(l -cosd)s, + (usind ~ uu (1 -cos6) )s, (8. 104) 
yr=— (usin tu uw (1 —cosd))s, + (1 -ui) (1 -cosd)s, (8. 105) 
zr =| usind uua(l -cos6) ]s, 
— [uisin + uua(l1 -cos6) jy -RR, (8. 106) 
或 者 
cosgcospsinp 1 sin20sin2p (1 - cos6) 
XT 一 3 2 7 下 4 20 人 2 
cos’ Osin’ op + cos gp cos Usin P +cos 9 
cos gsin op 
下 到 小写 一 本 | (1 — cos6) (8. 107) 
Cos Osin’ op + COS Op 
cosgcososin6 _ 1 sin20sin29( 1 -cos6) 
ee cos’0sin’p + cos’p 4 cos bsin p + cos gp 
2 
1 - cos’ psin’ 0 a 1 
3 cos2zbsin2p + cos’p oe C83108) 
spcosOsing + sucospsing . 
a sl 





cos ksin’p + cos’p 
:082psin20 — s, cos’ gsin2 
; ] sycos Cd sl So 0 
2 cos’ Osin op + cOS gp 
例 371 娘 车轮 中 心 高 度 下 降 
在 式 (8. 106) 或 式 〈8. 109) 中 的 zz 表示 的 和 





(8. 109 ) 











I 





， 当 车 轮转 向 时 轮胎 接地 印迹 中 心 相对 
车 轮 -车身 坐 标 系 在 垂直 方向 跳动 时 高 度 的 变化 量 。 若 转向 角 为 5S=0， 则 z7 为 : 





zr=—R, (8. 110) 
因为 轮胎 接地 印迹 中 心 位 于 地 面 之 上 ,= - R, -zy 表明 在 转向 时 车 轮 中 心 的 高 度 会 
降低 。 


H 去 -RR, -27 
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S)cosOsinp + su,cospsing . 
= sin6 


cos20sin2o + cos2p 








2 ， 2 0 
_ 1 ssco0s psin20 — s,cos’ 0sin20 





] - cosO 
2 cos“bsin2p + cos“p ) 


轮胎 接地 印迹 的 坐标 zy 可 以 根据 不 同情 况 进 行 简化 : 
1) 如 果 主 销 内 倾角 0=0， 则 z7 为 





zr = —R,— S30sin2g (1 -cos6) -s,singsind 


2) 如 果 主 销 内 倾角 9=0， 侧 向 偏 移 距 s, =0， 则 zy 为 
zr= —R, -ssin2p (1 - cos6) 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 用 一 个 无 量 纲 的 方程 表示 车 轮 中 心 高 度 的 下 降 。 


1 . 
sin29( 1 - cos6) 


a 




















(8.111) 


(8.112) 


(8. 113) 


(8.114) 


图 8. 58 所 示 Hs 在 主 销 后 倾角 分 别 为 p=5°%, 0*，-5°*，-10*，-15°*，-20° 时 ， 转 
向 角 6 的 变化 范围 为 -10 <8 <10°*。 对 于 民用 车 辆 ， 设 定 转向 轴 在 一 正 的 侧 向 偏 移 距 即 s。> 
0， 并 且 主 销 后 倾角 有 一 负 向 的 较 小 的 度数 即 <0。 在 这 种 情况 ， 车 轮 中 心 高 度 的 下 降 在 图 





中 也 得 到 了 显示 。 





-0.001 
HH -0.002 
Sa 


0.003] 


-0.004-| 








一 0.005 十 


6/(°) 


图 8.58 转向 角 6 范围 为 -10" <86<10°， 主 销 后 倾角 不 同 ，H/s。 的 变化 情况 


























3) 如 果 主 销 后 倾角 op =0， 则 zz 为 
Z7 = 一 及 + 0sin20( 1 — cos6) — s,singsind 
4) 如 果 主 销 后 倾角 pg =0， 侧 向 偏 移 距 s, =0， 则 zr 为 
zr = —R, -s,singsind 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 用 一 个 无 量 纲 的 方程 表示 和 车轮 中 心 高 度 的 下 降 。 


一 = 一 SimnOsinp 
5 








a 


图 8. 59 所 示 HWs。 在 主 销 内 倾角 分 别 等 于 0 =5"，0"，-5"，-10"，-15?”， 





(8. 115) 


(8. 116) 


(8.117) 


-20° 时 ， 

















转向 角 5 的 变化 范围 为 -10* <6 < 10"。 对 于 乘 用 车 辆 ， 设 定 转向 轴 在 一 正 的 侧 向 偏 移 距 即 
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sa。>0， 并 且 主 销 内 倾角 有 一 正 向 的 较 小 的 度数 即 9 >0。 在 这 种 情况 ， 当 1 号 车 轮 右 转 时 车 
轮 中 心 降低 ， 和 车轮 左 转 时 车 轮 中 心 升 高 。 

对 比 图 8. 58 和 图 8. 59 ， 会 发 现 对 于 车 轮 中 心 高 度 的 下 降 ， 主 销 内 倾角 比 主 销 后 倾角 的 
影响 更 大 。 











-0.06. 








Si 


图 8.59 转向 角 8 范围 为 -10" <86<10°, 主 销 内 倾角 不 同 ，H/s。 的 变化 情况 





























5) 如 果 侧 向 移 距 s， =0， 则 zr 为 














cospsing 





Sinp 


27 二 =h, 一 Sa 





cos 0sin’p + cos’p 
1 cos’ Osin2g 
2 “ cos’0sin’p +cos’p 


车 轮 中 心 高 度 的 下 降 量 互 ， 可 以 用 一 个 无 量 纲 的 方程 来 表示 





(1 -cos6) (8.118) 











H ee 1 cos“bsin2o(1 - cos56) cospsingsind (8.119) 
Sa 2 cos bsin gp +cos’p cos 0sin’p + cos2p 
例 372 文 “车轮 中 心 位 置 
式 (8.96) 给 出 相对 车 轮 - 车 身 坐标 系 ， 车 轮 中 心 的 位 置 在 “av 
XW 
Cdy = yw (8. 120) 
ZW 
车 轮 中 心 在 车 轮 - 车 身 坐标 系 中 的 坐标 为 
xw=|sa -ui( -Rus tsyu +saul) | (1 -cos6) 
+ (spus + Ru, ) sin6 (8. 121) 
yw= [s,s -uw -Rust+su +saul) (1 -cos56) 
— (Ru +saus)sind (8. 122) 
zw =[ —R, -us( -Ru +syu +saul)] (1 -cosd) 
+ (ss, Us — spu1 ) sind (8. 123) 


或 者 是 


Xp =S (1 -cos6) 
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R,sin2g -s,sin’9 jcos20 + Ts sin20sin20 














] - cos6 
cos2p + cos Osin’p ( ) 
(ssc0s0 — Rsing) 
cospsind 
cos“p + cos Osin’p 
YW =s, (1 — cos6 ) 
( Rsin20 + s, sin20) cos2p 一 了 susin2bsin29 

一 (1 - cos6) 


cos2p + cos sin’p 


Rsing +s,cosp 





cosOsinp 





cos2op + cos gsin2o 
zw = —R, (1 -cos6) 


Rcos’0+ 5 sin20jcos2op — co Osin20p 
十 (1 - cos6) 


cos2p +cos 0sin’ gp 





Ss,CospsinO + s,cosOsing . 


sin6 








cos2p + cos Osin’ gp 





(8. 124) 


(8. 125) 


(8. 126) 


当 车 轮转 向 时 ，zw 坐标 表示 的 是 相对 车 轮 - 车 身 坐 标 系 车 轮 中 心 在 垂直 方向 的 运动 。 














而 且 只 要 是 5=0， 则 zw =0。 
车 轮 中 心 坐标 zw 在 不 同情 况 下 可 分 别 简 化 为 : 
1) 如 果 主 销 内 倾角 69=0， 则 为 
zw = —R, (1 -cos’p) (1 —cos6) -s,singsind 








一 7 sin29( 1 - cos6 ) 


2) 如 果 主 销 内 倾角 6 =0， 侧 向 偏 移 距 s, =0， 则 zw 为 
zw = —R, (1 -cos’p)(1 -cos6) -susin2g( 1 — cos6) 


3) 如 果 主 销 后 倾角 w=0， 则 zw 为 
zw = —R, (1—cos’0) (1 -cos6) -s,singsind 























+ sisin26(1 — cos6) 
4) 如 果 主 销 后 倾角 pg =0， 侧 向 偏 移 距 s, =0， 则 zw 为 
zw= —R,(l1—cos’0) (1 -cos6) -s,singsind 
5) 如 果 侧 向 偏 移 距 se =0， 则 zw 为 
ospsingb 
zw = —R,(l -cosd)-— 0 sin6 


cos2p + cos2bsin2o 





























Rcos’0cos’p — scos? Osin20 





十 (1 -cos6) 


2 2 
cos op + cos Osin’ op 


(8. 127) 


(8. 128) 


(8. 129) 


(8. 130) 


(8. 131) 


在 上 述 的 每 一 种 情况 中 ， 车 轮 中 心 相 对 于 地 面 的 高 度 可 以 通过 把 有 添加 到 zw 来 获得 。 


8 悬 架 机 构 395 





在 例 371 中 有 计算 五 的 等 式 。 

例 373 友 车轮 外 倾角 原理 

当主 销 内 倾角 和 主 销 后 倾角 不 为 0 时 ， 会 导致 转向 轮 产 生 外 倾角 y。 为 了 确定 转向 轮 的 
外 倾角 ， 可 以 通过 测量 外 倾角 中 心 线 和 垂直 方向 zc 轴 之 间 的 角度 获得 。 外 倾 中 心 线 是 连接 
车 轮 中 心 和 轮胎 接地 印迹 中 心 的 直线 。 

轮胎 接地 印迹 中 心 坐标 (xr，yr，zr) 可 通过 式 (8.107) ~ 式 〈8.109) 获得 ， 车轮 
中 心 坐标 (xw，yw，zw) 可 通过 式 (8.124) ~ 式 (8.126) 获得 。 从 (xyr，yr，zr) 至 
(xw，yw，zw) 的 连 线 可 由 单位 向 量 i 表示 


oe (xw—xr) T+ (yw yr) + (zw -zr)K 





















































,= (8. 132) 
AM (xy 一 xT) + (yw -yr)” + (Zw 一 z7) 
式 中 的 大 六 大 均 是 车 轮 - 车 身 坐标 系 C 中 的 单位 向 量 。 
7. 与 廊 之 间 的 外 倾角 可 通过 向 量 相 乘 获得 。 
y =arccos(l, .天 ) 
Se ss (8. 133) 








V(xw 一 xT) + (yw -yr)’) + (Zw 一 z7) 
作为 一 个 特殊 情况 ， 在 主 销 内 倾角 2 =0 和 侧 向 偏 移 距 % =0 的 情况 下 来 获得 外 倾角 。 

















xp =8, (1 -sinig) (cosd -1) (8. 134) 

yr = -sucospsind (8. 135) 

ee -sasin2g( 1 0 (8. 136) 

XW = (: + 了 Rssin2p -susin2pj(l — cos6) (8. 137) 

yw = —s;(1 -co0s0) -Rsing +s,cospsind (8. 138) 

de [Reoee a 二 sesin2g] 的 (8. 139) 


8.7 小 结 


芯 架 机 构 分 为 两 种 类 型 ， 左右 车 轮 通过 一 刚性 轴 直 接连 接 的 非 独立 悬 架 ， 和 左右 车 轮 相 
互 断 开 的 独立 巧 架 。 整 体式 车 桥 是 最 常见 的 非 独 立 悬 架 机 构 ， 麦 弗 逊 滑 柱 悬 架 和 双 A 形 臂 
悬 架 是 最 常见 的 独立 悬 架 机 构 。 
侧 贷 轴 是 车 辆 侧 倾 时 围绕 的 一 条 瞬时 轴线 。 通 过 连接 车 辆 前 后 上 苹 架 的 侧 倾 中 心 可 以 确定 
侧 倾 轴 。 车 轮 相 对 于 车 体 的 瞬时 转动 中 心 就 是 悬 架 的 侧 倾 中 心 。 所 以 ， 要 确定 前 半 车 或 后 半 
车 的 侧 倾 中 心 ， 必 须 先 确定 悬 架 的 侧 倾 中 心 ， 然 后 确定 悬 架 侧 倾 中 心 与 对 应 车 轮 的 轮胎 接地 
印迹 中 心 之 间 的 连 线 。 

通过 三 个 坐标 系 来 表示 轮胎 、 和 车 轮 相对 于 车 辆 的 方位 关系 : 车 轮 坐 标 系 WR， 和 车轮 - 车 身 
坐标 系 C 和 轮胎 坐标 系 了 。 和 车 轮 坐标 系 F(xw， yw, zw) 的 坐标 原点 为 车 轮 中 心 ， 坐 标 系 跟随 
车 轮 平移 和 转动 ， 但 不 能 够 绕 车 轴 旋 转 。 因 此 ，xw 和 zw 轴 总 是 位 于 轮胎 平面 上 ， 而 yw 轴 
总 是 平行 于 车 轴 。 当 和 车轮 竖 直 时 ， 上 坐标 系 WW 平行 于 车 辆 坐标 系 ， 此 时 车 轮 - 车 身 坐标 系 C 
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(xze， yz) 的 坐标 原点 为 车 轮 中 心 ， 并 且 平 行 于 车 辆 坐标 轴 。 和 车 轮 - 车 身 坐 标 系 C 相对 车 
辆 坐标 系 是 固定 的 ， 并 且 不 能 够 跟随 车 轮 有 任何 的 运动 。 轮 胎 坐标 系 的 原点 在 轮胎 接地 印迹 
中 心 上 ，z 轴 始 终 垂直 于 地 面 ，” 轴 是 轮胎 平面 与 地 面 的 相交 线 。 轮 胎 坐 标 系 不 跟随 轮胎 绕 














车 轴 旋 转 和 侧 倾 ,但 是 跟随 转向 角 绕 z, 转动 。 








可 以 通过 主 销 后 倾角 %、 内 倾角 9， 以 及 转向 轴 与 轮胎 接地 印迹 中 心 在 地 面 的 交点 (s。， 
s,) 来 确定 转向 轴 的 方向 和 位 置 。 受 这 些 参数 影响 ,一 个 转向 轮 将 产生 外 倾角 和 侧 向 力 。 这 
就 是 所 谓 的 主 销 后 倾角 原理 。 当 9 =0 和 =0 时 ， 转 向 轮 的 外 倾角 7 为 : 





y = arccos(1. 。 K) 


(zw 一 27) 





二 arCCOS 





(xm 一 %7) 计 (yw 一 Y7) 中 (zw 一 z7) 


xr=s,(1 -sin pg) (cos6—1) 
yr = — sscospsind 


zr = —R, -sosin2p(1 — cos6) 
1 . ee 
xw=|s, + 7 Rsin2p —s,sin |(1 -cos6) 
yw= —s,(l1—cosd) -Rsing +s,cospsind 


ZW = [Reose -1) =- Fasin2g (1 — cos6) 














a, b,c,d 四 连 杆 机 构 各 连 杆 长 度 Li 
Qi 第 i 个 车 桥 与 质心 之 间 

的 距离 Lil mn 
A, B, ~ 计算 9 的 方程 系数 7 了 Kk 
b1, b, 左右 车 轮 与 质心 之 间 的 

距离 7 
B(x, y, z) 车 辆 坐标 系 1， 几 ， 
C 质心 ， 连 杆 点 k 
Cx, yo, ze) 车 轮 - 车 身 坐标 系 
cd 在 车 轮 - 车 身 坐标 系 C 态 

中 表示 的 车 轮 到 相对 上 记 

于 轮胎 7 的 位 置 ko 
e, a 连 杆 点 的 极 坐标 / 
g 基 伸 ， 重 力 加 速度 六 
8 重力 加 速度 向 量 
h=z-2zo 轮 中 心 的 垂直 位 移 
H 车 轮 中 心 下 降 量 m 


(8. 140) 


(8.141) 
(8. 142) 


(8. 143) 


(8.144) 
(8. 145) 


(8. 146) 


连 杆 i 和 j 之 间 的 瞬时 
旋转 中 心 

万 与 1 之 间 的 连接 线 
车 轮 - 车身 坐 标 系 5 中 
的 单位 向 量 

单位 矩阵 

计算 6 时 的 长 度 函 数 
刚度 ， 弹 簧 刚 度 

前 轮 弹簧 刚度 

第 i 个 车 轮 的 弹簧 刚 度 
后 轮 弹簧 刚度 

侧 倾 刚 度 

轴 距 

由 (xr,，yr，zr) 至 
(xw，Yw，zw) 连 线 
的 单位 向 量 


质量 
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SB 


Go 


起 > 
iD 


HR 


yy 
CE- 
寻 


5 


sw(0, 0， n， s) 
T(xr, yr7, z7) 


TTy 


， L2 ， U3 


VV, Vy 


vers6 


Ww 
W(x 
X,Y 


W, YW ZW) 


1. 侧 倾 中 心 


簧 载 质量 

非得 载 质量 

力矩 

TL 的 单位 法 线 向 量 
zc 的 单位 法 线 向 量 
点 

计算 连 杆 点 坐标 的 参数 
位 置 向 量 
道路 曲率 半径 ， 转 向 
半径 

轮胎 半径 

从 下 坐 标 系 变换 至 7 
坐标 系 的 旋转 矩阵 
转向 轴 偏 移 距 向 量 
转向 轴 纵 向 偏 移 距 
转向 轴 侧 向 偏 移 距 

绕 转向 轴 的 零 螺 距 旋转 
轮胎 坐标 系 

从 多 坐标 系 至 了 坐标 
系 的 齐 次 变换 矩阵 
的 组 成 部 分 
转向 轴 单 位 向 量 
关于 的 反对 称 矩 阵 
连 杆 点 位 置 向 量 

z 轴 方 向 单位 向 量 

前 进 速 度 

] - cos6 

轮 距 

车 轮 坐 标 系 

基 架 坐标 系 























习 


Xec, Yc 


XT, YT, 27 
XW YW ZW 
W(xy, YW, zw) 


Z 


20 


题 


确定 图 8. 60 ~ 图 8. 63 所 示 车 辆 运动 学 模型 的 侧 倾 中 心 。 
2. 上 A 形 辟 和 侧 倾 中 心 
在 图 8. 64 ~ 图 8. 66 中 设计 悬 架 的 上 A 形 臂 ， 使 车 辆 的 侧 倾 中心 落 在 P 点 。 
3. 下 臂 和 侧 倾 中 心 
在 图 8.67 ~ 图 8. 69 中 设计 麦 弗 逊 悬 架 的 下 臂 ， 使 车 辆 的 侧 倾 中 心 落 在 P 点 。 


连 杆 点 坐标 
轮胎 坐标 系 7 中 的 车 
轮 -车 身 坐 标 

车 轮 坐 标 系 下 中 的 车 
轮 -车 身 坐 标 

车 轮 坐标 系 
车 轮 中 心 位 置 

和 车轮 中 心 初始 垂直 位 置 








连 杆 点 与 上 A 形 辟 之 
间 的 夹 角 

外 倾角 

转向 角 

赞 载 质 量 与 非 筑 载 质量 
的 质量 比 

主 销 内 倾角 

国定 连 杆 与 z 轴 的 夹 角 
第 i 号 连 杆 的 角 位 置 
上 A 形 辟 的 角 位 置 

双 连 杆 的 角 位 置 
下 A 形 臂 的 角 位 置 
0; 的 初始 角 位 置 
主 销 后 倾角 平面 

主 销 内 倾角 平面 
推力 角 

侧 倾 角 ， 主 销 后 倾角 ， 
车 轮 旋转 角 

坡度 角 

角速度 

临界 侧 倾角 
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图 8. 65 





图 8. 66 

















图 8. 67 

















图 8. 68 














、 
儿 、 


质 
车 辆 的 车 轮 和 质心 C。 设 计 一 双 A 形 臂 悬 架 


4. 女 侧 倾 中 心 位 置 和 


使 车 辆 的 侧 倾 中 心 分 别 


?3 


ane 
修 忆 一 


图 8. 70 


落 在 : 
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图 8. 69 





图 8.70 


(a) 高 于 质心 C。 

(b) 在 质心 C 上 。 

(c) 低 于 质心 C。 

(d) 是 否 有 可 能 使 民用 车 的 侧 倾 中 心 落 在 质心 C 点 或 C 点 以 上 。 

(e) 侧 倾 中 心 落 在 质心 C 点 或 C 点 以 上 各 有 什么 优 缺 点 。 

5.， 侧 倾 中 心 不 对 称 

为 图 8. 71 所 示 车 辆 设计 双 A 形 臂 基 架 ,使 车 辆 的 侧 倾 中 心 落 在 P 点 。 如 果 侧 倾 中 心 不 
对 称 有 什么 优 缺 点 。 








图 8.71 


6. 太 外 倾角 变化 

考虑 图 8. 72 所 示 的 双 A 形 臂 悬 架 , 假设 其 等 效 运动 学 模型 各 部 件 的 尺寸 分 别 为 : 
a=22.57cem b=18.88cm c=29.8cm d=24.8cm 0o0=23.5° 

连 杆 点 C 位 置 在 : 





e=14.8cm @&=56.2° 
绘制 当 车 轮 上 下 运动 时 外 倾角 的 变化 曲线 。 
7. 雪 转 向 轴 单 位 向 量 


当主 销 后 倾角 pg = 15"， 主 销 内 倾角 9 =8" 时 ， 用 转向 轴 的 单位 向 量 之 表示 C。 


8 悬 架 机 构 401 




















8. 文 主 销 偏 移 距 向 量 和 转向 轴 入 

如 果 转 向 轴 通 过 车 轮 中 心 ， 确 定 主 销 偏 .用 RN 
移 距 向 量 s。 其 中 主 销 后 倾角 和 主 销 内 倾角 分 Wt HE 
别 为 : p=10"，0=0"。 

9. 女 齐 次 变换 矩阵 7 

当 p=8"，0=12"， 主 销 偏 移 距 向 量 为 
Cs=[3.8cem 1.8cm -R,.]! 

(a) 车 辆 轮胎 型 号 为 235/35ZR19。 

(b) 车 辆 轮胎 型 号 为 P215/65R15 96H。 


























10. 文 车 轮 中 心 高 度 下 降 Ed 
当 g =10°, 0=10°,°s =[3.8cm 1.8em 图 8.72 双 A 形 丑 悬 架 运动 学 模型 


38cm] 时 ， 确 定 轮胎 接地 印迹 中 心 坐 标 。 假 如 6=18"， 则 车 轮 中 心 高 度 下 降 量 五 为 多 少 。 
11. 女 车 轮 中 心 高 度 下 降 和 转向 角 
绘制 习题 10 中 在 给 定 的 不 同 转向 角 8 情况 下 ， 车 轮 中 心 高 度 下 降 量 所 的 变化 曲线 。 
12. 太 外 倾角 和 转向 
当 o=10。 9 =10°,s =[3.8cm 1.8cm 38cm] 时 ,在 给 定 的 不 同 转向 角 6 情况 下 ， 
绘制 外 倾角 y 的 变化 曲线 。 
13. 女 平 行 四 边 形 悬 架 
如 果 双 A 形 臂 基 架 的 几何 结构 为 平行 四 边 形 ， 则 车 轮 始 终 保持 垂直 于 路 面 。 这 种 优良 的 
设计 能 够 保证 轮胎 保持 正常 的 磨损 。 但 是 ， 当 车 辆 负载 变化 或 者 车 轮 上 下 跳动 时 ， 车 辆 的 轮 距 
会 发 生变 化 。 如 图 8. 73 所 示 ， 这 种 甚 架 当 上 辟 和 下 辟 与 地 面 平行 时 ， 车 辆 的 轮 距 将 会 最 大 。 
当 z= +25cm 时 ,计算 车 辆 轮 距 变 化 。 









































14. 女 轮 距 变 化 的 悬 架 机 构 

如 果 一 平行 四 边 形 基 染 处 于 图 8. 74 所 示 的 静 平 衡 位 置 ， 车 辆 的 轮 距 会 随 着 负载 的 增加 
而 变 大 。 轮 距 变 宽 会 增加 车 辆 的 稳定 性 ， 悬 架 也 会 工作 良好 。 如 果 初 始 值 9, =0 =75°，z = 
+25cm 时 ， 计 算 此 悬 架 的 轮 距 变化 。 
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